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Mécanique du Point Matériel

L. Information sur le cours

Etablissement : Ecole Nationale Polytechniques d’Oran Maurice Audin (ENPO-MA).
Département : Formation Préparatoire en sciences et Technologies (FPST).

Public cible : 1¢r¢ Année Tronc Commun.

Intitulé du cours : Physique I- Mécanique du point matériel.

Durée : 15 semaines.

Code : PHY1.

Crédit: 05.

Coefficient : 05.

11. Présentation du cours

Ce cours de physique 1 et dont l'intitulé est « mécanique du point », a été rédigé a
I'intention des étudiants de la premiére année, qui vont former durant deux années
préparatoires dans le domaine des « Sciences et Technologie ». Il a été rédigé
conformément au programme officiel du méme domaine de la matiere Physique 1 du ler

semestre, dans le cadre d'un diplome d'ingénieur d'Etat.

Le cours présente une introduction a la mécanique, avec une ambition un peu plus
générale. Nous présenterons les différentes étapes d’'un raisonnement en physique, la
facon d’analyser un probleme, de le formaliser sous une forme mathématique, de
résoudre le probleme mathématique, puis de traduire la solution mathématique dans un

langage physique.

111 Contenu du cours

Le module de la mécanique du point est le module fondamental enseigné en physique,
qui présente un apercu complet que possible sur les concepts de base a I'aide des outils

mathématiques nécessaires a la bonne compréhension de ce dernier.

Le cours est structuré en quatre chapitres a travers des séquences pédagogiques. Afin de
renforcer et consolider les concepts acquis durant les activités d’apprentissage sont

organisées ou des notions et des théories sont mises en ceuvre.
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Chapitre I : Les outils mathématique

Le premier chapitre est consacré a des rappels sur l'algebre vectorielle puis
I'analyse dimensionnelle et du calcul d’erreur. Les deux traitent des grandeurs
physiques de base qui sont utilisées pour I'expression des lois physiques. En plus des
rappels nécessaires, I'objectif de cette partie est d’introduire des définitions claires et

des notations appropriées.

Chapitre II : Cinématique du point matériel

Le deuxiéme chapitre est dédié a la cinématique du point matériel en s’intéressant a
décrire le mouvement du point matériel dans les différents systémes de coordonnées
sans se soucier aux causes qui les produisent. L’étude du mouvement composé
(différents types) faite parti de ce chapitre et vers la fin on traite le mouvement relatif

(translation et rotation).

Chapitre III : Dynamique du point matériel

Le troisieme chapitre est réparti en deux parties. La premiére partie est consacrée a
la dynamique du point matériel avec les lois de Newton et la représentation des
différentes forces destinées a la prévision des mouvements des corps. La deuxieme
partie aborde le mouvement de rotation par la définition : du moment d’une force,

moment d'inertie et enfin la théorie des moments cinétiques.
Chapitre IV : Travail & energie

Le quatrieme chapitre concerne le travail et I'énergie, qui introduit les notions de
base, tout d'abord le travail d’'une force et 'énergie cinétique d’'une particule ensuite
I'énergie potentielle et totale que nous appliquons au principe de conservation de
I'énergie dans diverses situations pratiques. cette méthode permet de résoudre des

problémes de mécanique du point.

Chaque chapitre s’ouvre par la précision des objectifs visés et des prérequis nécessaires.
Pour ce mettre en situation d’épreuves, de nombreux exercices et problémes

supplémentaires sont proposés a la fin de chaque chapitre.

Le plan détaillé du cours est présenté par la figure ci-dessous :
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]

Crédit 5

cours 30h,00 :
TD 21h,00 Coéfficients:5

nnnnnnnnnnn

Cours physique | de 1ér année (FPST)

otjecit

Apprendre & utiliser les outils mathématique
Aprendre & faire un bilan des forces s'appliquant sur dans les opérations physiques

le systéme pour résoudre un probléme dynamique

ojedit

Apprendre & caiculer le travaildune force et d'uliliser dun point rapport & un

la notion de Iénergie mécanique

Figure I : Le plan détaillé du cours de mécanique du point matériel
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1V. Visées d’apprentissage

Mécanique du point matériel constitue une composante centrale de la physique
classique, nécessaire a la compréhension d’autres composantes de la physique telle que
la physique atomique et la physique des solides, ou ces théories peuvent aider dans la
compréhension de phénomenes physique quotidienne. Il est attendu que ce cours
fournisse une perception claire de ce qu’est réellement la physique et de son importance
pour la vie a notre époque.
L’objectif global est : « d’étre capable d’étudier c’est-a-dire d’analyser puis résoudre
n'importe quel probleme dynamique présenter par exemple un phénomene physique».
Pour attenaient cette objective, il faut progresse les savoirs acquis de I'apprenant en
savoirs-faites par mettre en ceuvre les connaissances de base a travers les unités
d’apprentissage.
Les compétences scientifiques a la fin du cours qu'un étudiant doit acquérir dans chaque
chapitre :
# Apprendre a utiliser les outils mathématique pour présente un probleme
physique
# Se familiariser avec les problemes physiques les en traduit par un formalisme
mathématique.
# Apprendre a déterminer les grandeurs cinématique (vecteurs position, vitesse,
accélération, trajectoire etc.) d'un point matériel par rapport a un référentiel.
# Connaitre les différents types de mouvement d'un objet par rapport a un
référentiel choisi par I'observateur.
& Apprendre a faire un bilan des forces, qui s’appliquent sur un systéme pour
résoudre un probléme dynamique.
# Connaitre a appliquer les différentes méthodes pour résoudre un probleme soit
en mouvement de translation ou rotation.
& Apprendre a calculer le travail d’'une force et d’utiliser les notions de I'énergie

mécanique.
V. Pré-requis

Pour une meilleure compréhension des concepts du cours, il faut que I'étudiant savoir

les compétences suivantes et soient acquises :
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» Connaitre les constantes physiques, savoir manipuler les puissances et réaliser
des conversions d'unités.
» Vérifier 'homogénéité d'une relation entre grandeurs physiques.

» Les notions de base sur les dérivées et les intégrales.
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Le mot physique vient du mot grec qui signifie « nature ». Aujourd’hui la physique est
traitée comme la branche la plus fondamentale de la science, qui a des nombreuses
applications de la vie. La physique généralement traite la mesure précise de la relation
entre la matiere et 1'énergie, qui est intrinsequement une science de la mesure. Les
fondements de la physique constituent la base de I'étude et du développement de

I'ingénierie et de la technologie.

L. Les objectifs spécifiques du chapitre

© L’objet des outils mathématique de savoir traduit un probleme physique

au un formalisme mathématique pour le résoudre.

©

Connaitre la différence entre les grandeurs physique scalaire et vectoriel.

©

Savoir manipuler les vecteurs

©

Connaitre I'homogénéité des équations physique en utilisant I'analyse
dimensionnelle

© Savoir prédire I'unité de n'importe quelle grandeur physique.

I1. Les prérequis

Connaitre les constantes physiques
Savoir manipuler les puissances des fonctions
Connaitre réaliser les conversions d'unité

Savoir 'intégration des fonctions mathématiques
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I. Analyse dimensionnelle

I.1. Grandeur physique

On appelle grandeur physique, toute grandeur qui peut étre mesuré, repérée ou calculée
a partir d’autre grandeurs dites grandeurs de base. Par exemple la distance et le temps

sont des grandeurs de base (en mesurant) mais la vitesse est une grandeur dérivée

w="1%/)

La plupart des grandeurs physiques découlent les unes des autres ainsi que quelque

grandeur de base

Grandeurs de base en mécanigue

v ! V
= D ED

Figure 1: Les grandeurs de base

I.1.2. Le systéme international d'unités (systéme SI)

Le systéme international (SI) est constitué de 7 unités de base (fondamentales)

correspondant a 7 grandeurs physiques comme c’est résumé

Tableau 1: Les unités des grandeurs physique

Grandeur Unité Symbole de I'unité
Longueur Métre m
Masse Kilogramme Kg
Temps Second S
Intensité de courant Ampere A
Température Kelvin K
Intensité de lumineuse Candela cd
Quantité de matiere Mole mol




I.1.3. Notion de dimension
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Toute grandeur physique est caractérisée par sa dimension qui est une propriété

associée a une unité, le mot dimension en physique indique la nature physique de la

quantité.

La dimension de la grandeur G se note [G]. Elle nous informe sur la nature physique de la

grandeur. Par exemple, si G a la dimension d'une masse, on dit qu'elle est homogene a

une masse. La relation [G] = M correspond a I'équation aux dimensions de la grandeur G.

Il existe sept grandeurs fondamentales :

Tableau 2: Les dimensions des grandeurs physique

Grandeur G

Dimension [G]

Longueur L
Masse M
Temps T
Intensité de courant I
Température 0
Intensité lumineuse J
Quantité de matiere N

1.1.4. Equations aux dimensions

Les équations aux dimensions sont des écritures conventionnelles qui résument

simplement la définition des grandeurs dérivées des unités fondamentales : Toutes les

autres sont liées a ces grandeurs fondamentales. Par exemple, une aire A étant le produit

de deux longueurs, sa dimension est [A] =L2.

Toute relation doit étre homogéne en dimension, c'est-a-dire que ses deux membres ont

la méme dimension. Ainsi 'équation A = B + C.D n’a de sens que si les dimensions de A et

de (B + C.D) sont identiques.

Pour obtenir la dimension du second membre on doit appliquer les régles suivantes :
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¢ la dimension du produit C.D est le produit des dimensions de chacune des grandeurs C
et D :[C.D] =[C]. [D];

* la dimension de la somme B + C.D est la somme des dimensions de chacun des deux
termes B et C.D : [B + C.D] =[B] + [C.D].

Par exemple :

1) Dimension de la vitesse :

x=v.t :vz%:[v]=%=T=LT‘1 donc [v] =LT™?

2) Dimension de I'accélération

1 2 2 1.L
x=§)/t2=>y=t—2x @[V]=[ J1x] [y] = — = LT™?

3) Dimension de la force
F=m.y = [F] =[m].[y] = MLT2
4) Dimension de la pression

p=lopp =Yy

5) Dimension de travail

W =F.d=[W]=[F].[d] = MLT2.L = ML2T 2

Remarque:
e Toute équation aux dimensions d'une grandeur G peut se mettre sous la forme :

[G]=L*MPTCI149¢ ] N9
e Pour les fonctions sin(f), cos(f), tan(f), log(f) et e/, 'argument f est sans dimension.

e Pour[e*] = 1,[logx] = 1,[4] = 1,[sinx] = 1, [n] = 1.
[A.B] = [AL.[B]; [5]=2

*[dA] = [A], [A4] = [A], [f A] = [4],

10
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Exemple :

Grandeur Equation aux dimensions | Symbole d’'unité | Noms d’'unité
Force MLT 2 kg.m.s™?2 Newton : N
Pression ML™1T—2 kg.m 1. s72 Pascal : Pa
Travail ML?>T~? kg.m?.s~? Joule : ]
Puissance MIL2T—3 kg.m?.s73 Watt: W
Charge Q=1IT As Coulomb : C
Potentiel MIAT—3[71 kg.m?.s73A71 | Volt:V
Résistance ML?T—3]72 kg.m?.s73A472 | Ohm:Q
Champ magnétique MT—2[71 kg.s72A1 Tesla: T

[.1.5. Homogénéité d'un calcul
Les équations aux dimensions servent a vérifier '’homogénéité des formules : 'analyse
dimensionnelle permet de vérifier la validité d’'une équation physique

Il faut donc de se rappeler le principe suivant :

Tout résultat non homogene est nécessairement faux

R/

¢ Pour vérifier 'homogénéité d’'une formule :

T=2n\ﬁ Ou T=2m (2
g l

Ces deux expressions donnent la période d’oscillation d’'un pendule simple de longueur 1
et g est 'accélération de la pesanteur. Le premier membre a la dimension d'un temps ; il
faut que le deuxieme membre ait la méme dimension, sinon la formule est fausse.
lercas:T = 2mlY/2g=Y2 [T]=LY?2(LT)"Y/? =T

lercas:T = 2mnl~Y2gY2  [T]=L"Y? (LT)Y? = T7! faux

Regles d'homogénéités
» On ne peut additionner que des termes homogenes.
» L'argument d'une fonction mathématique transcendante (expo, In, cos, sin,

tan...) est nécessairement sans dimension.

11
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» On doit éviter de remplacer le symbole d'une grandeur par sa valeur
numérique.

Un vecteur ne peut étre ajoute qu’a un vecteur et non a un scalaire.
%+ Pour prévoir des formules physiques :

La méthode consiste a identifier les quantités physiques qui peuvent entrer dans le
probléme posé, et a construire avec ces quantités une expression ayant la dimension
recherchée.

Exemple 1: vitesse d’arrivée au sol d’'un objet laché sans vitesse initiale d’'une hauteur h.
Les quantités physiques qui peuvent « a priori » affecter la valeur de la vitesse v sont ; la
hauteur de chute h, la masse de I'objet m et I'accélération de la pesanteur g. Essayons de
construire une formule de vitesse avec ces quantités : v = kh*gfm”

La constante k est sans dimension.

Ecrivons 'équation aux dimensions, c'est-a-dire utilisons I'analyse dimensionnelle, pour
trouver les valeurs de a, et y. On sait que[v] = LT}, et utilisons la formule P=mg pour
trouver la dimension de g (accélérations de la pesanteur) ; [g] = LT 2. Alors:

[v] = LT~ = LeLAT 2B MY = L«+BT 2BV
Par identification des deux termesona:a + f =1,28 = 1 ety = 0. C'est-a-dire
a==1/2ety =0.
La vitesse v est donc de la forme : v = k\/ﬁ. L’analyse dimensionnelle ne permet pas de
prédire la valeur de la constante k, seule la résolution complete du probléme donnera la

valeur de cette constante : k = V2.

Exemple 2: On doit définir une loi physique qui donne la période (T ) de la pendule
simple en fonction de la longueur du fil (2) et I'accélération gravitationnelle (g). On a
T = f(g,?) donc, loi physique qui donne la période ( T ) de la pendule simple prend la

forme : T = kg®¢£# ,la propriété de ’homogénéité de dimension permet d’écrire :
[7] = [kg®€F] = [k][g“][¢*]
[g] =ML 2et[f] =Letaussi[t]=T

Donc,[t] = (LT™%)P LB = [*+B T2«

12
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Alors,[t] = Lo*B. T2¢ =T

Pour trouver les valeurs de a et 8 il faut résoudre le systéeme d’équation suivant :

_ a=-
{a+'8_0,sadonne:
—2a=0 B =

2172 .
on obtient : [t] = 2m |-

Donc, I’équation devient : T = kg~1/2¢1/2 = ko .

I.1.6. Les applications et correction
1/0n définit I'impulsion p = m.v ; m : masse, v : vitesse
1. Déterminer la dimension de p
2. Ondonne E = %pb, E est’énergie
Déterminer les constantes a etb.
Correction
1. [p] = [m][v] = MLT 1
2. Onsaitque [E] = ML?>T 2

[£] = UL pepp) = Mo (MLT )

P MLZT—Z — Ma+bLbT—b
Par correspondance :

a+b=1=a=1-b
b=2=>b=2
—b=-2

2

Donc a=-1,b=2 Alors E=2
2m

2/ Laforce gravitation F entre deux corps de masse M, et M, distant R est donné par
G MM,
r2
1. Déterminer la constante de gravitation G
2. Les planétes tournent autour du soleil, en décrivant une trajectoire elliptique
4am2a®
GBMmY

vers deux périodes T2 ,T? =

13
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Ou a:désigne le demi grand axe de l'ellipse, G : la constante de gravitation, M : masse de
soleil
-Déterminer a,f ety

Correction

2 2 -2
1. [6] = [[r] [F] S [6] = L2MLT

M;][M3] g
[G] = [3M~1T~2
2 _ _ [a]* 2 _ L
2. [T]" = [G]1B[M]Y © (@3M-IT2)B MY

= T2 = [*=3B pB-v T2B
26=2=pF=2

= [0T? = [* 3B MB-YT28 sla—-38=0>a—-3=0=>a=3
B-y=0=>y=1

Donca=3;=1y=1

I.2. Erreur et incertitude

I.2.1 Introduction

Dans toute expérience, il n’existe pas de mesures exactes. Celles-ci sont toujours
entachées d’erreurs plus ou moins importantes selon la méthode de mesure adoptée, la
qualité des instruments utilisés et le role de 'opérateur. Les mesures sont donc réalisées
avec des approximations. Donc il est impossible de déterminer la valeur d'une grandeur
physique, sans que celle-ci ne contienne un certain taux d’erreur .Ainsi, tout résultat
numérique, qui découle d'une mesure ou d'un calcul n'a en réalité pas de valeur s'il n'est
pas accompagné d'une estimation, ou des limites d'erreurs.

L’estimation des erreurs commises sur les mesures et de leurs conséquences est alors
indispensable. Ce que fait que l'intérét de nos résultats dépend souvent de notre

efficacité dans l'estimation de ses limites.

1.2.2 Erreur absolue et erreur relative

o L’erreur absolue d'une grandeur G mesurée est la différence AG entre la valeur

expérimentale et une valeur de référence susceptible d’étre considérée comme

14
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exacte. Dans la pratique, la valeur exacte étant inaccessible, on 'approche en
effectuant la moyenne d'une série de mesures de la grandeur G
AG = Gies — Gref

21G;

Gref = Gmoy = n

Ou les Gi sont les valeurs obtenues lors de la série des n mesures effectuées.

o L’erreur relative est le quotient de I'erreur absolue a la valeur de référence.
L’erreur relative est sans dimension; elle nous indique la qualité (la précision) du

résultat obtenu. Elle s’exprime en termes de pourcentage.

Erreur relative =
ref

I.2.3 Incertitude absolue et incertitude relative

Lors des mesures physiques, nous ne possédons pas en général de valeur de référence
comme celle dont nous venons de parler. Lorsque nous mesurons la distance entre deux
points, l'intervalle de temps qui sépare deux événements, la masse d'un objet ou
I'intensité d’'un courant nous ne savons pas quelle est la valeur exacte de la grandeur
mesurée. Toutefois, par une analyse des moyens utilisés pour faire la mesure, nous

pouvons introduire les notions suivantes :

1.2.3.1 Calcul d’incertitude sur une mesure directe

Quand nous effectuons plusieurs mesures directes d’'une grandeur X, on obtient Xi

mesures qui sont, en général, légerement différentes ; X = X1, X2, X3, X4, ...,Xn

Souvent, on adopte que la moyenne arithmétique des différents Xi, est la valeur la plus

approchée de la valeur réelle (Approche statistique élémentaire).

X+ X+ Xz Xy YR X

n n

moy

Ou n est le nombre de mesures réalisées.

La détermination de l'incertitude absolue nécessite I'identification préalable des sources

d’erreurs pouvant affecter la qualité de la mesure et de quantifier les incertitudes qui

15
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P EENPO-MA 1

leur sont associées. En général ces incertitudes sont attribuées aux instruments et a
I'opérateur.

Dans le premier cas, le constructeur fournit une notice indiquant l'intervalle de
confiance centré sur la valeur affichée. Pour le second cas, 'opérateur doit étre en
mesure d’estimer l'incertitude de la mesure en fonction de ses propres capacités.

a) Incertitude absolue : L'incertitude absolue peut étre en premicre approximation
AX) = X1 — Xmoy
AX; = X3 — Xioy
AX3 = X3 — Xinoy
AXy = Xn — Xmoy

: AX1+AXp +AX3...MXy _ Yioq AX;
Incertitude absolue moyenne : AX,,,, = ————————=" = ==L~

n n

Nous dirons que la valeur exacte X, de la grandeur X est comprise dans l'intervalle
Xmoy — AXmoy €t Ximoy + AXipoy autrement dit : Xp0, — AXpn0y < X < Xppoy — 4X oy,

oubien, X, = Xyoy + Aoy

b) Incertitude relative : Une incertitude absolue ne permet pas d'avoir une idée
sur la qualité d'une mesure. C'est pour cette raison qu'il faut définir

l'incertitude relative, elle permet d'estimer la précision sur le résultat obtenu.

AX. . . . . . .
§ = =% I'incertitude relative n'a pas d'unités, elle s'exprime en général en %
moy

ou en %o.

I.2.3.2 Calcul d’incertitude sur une mesure indirecte

Dans la pratique, il arrive souvent que l'on ne puisse mesurer directement la valeur
d'une grandeur F. Toutefois, celle-ci est généralement liée a un certain nombre d'autres
grandeurs X, y, Z, .., etc. directement ou indirectement mesurables. Il existe deux

technique simple pour le calcul de I'incertitude relative :

16
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a. Méthode de la différentielle d'une fonction

La différentielle dF d'une fonction F = f(x,y,z) est définie par :

aF =2 ar + 2 gy + 2F 4
Tox T Ty T 9%

Le calcul de l‘incertitude relative AF /F on suit les étapes suivantes :
1) Calcul de la différentielle de la fonction (dF)
2) On divise la différentielle de la fonction sur la fonction (dF/F)

3) Sommation des incertitudes c.-a-d., passons de d a 4.

Exemple 1 : La mesure de la résistance R d’une partie d’un circuit électrique, S’effectue
sur la mesure directe de I'intensité du courant I et la différence du potentiel V. Donc,
calculer AR=f (AL, AV). En utilise la relation de la loi d'ohm R=V/IL.

Correction
OR OR
1) dR = Edl +§dV

R _V R L vomcar="ar+tay
ol 2% gy Tt T I
av dal

2) T=—dl+—dv=""dl+5dV ="-%
3) Finalement on obtient I'incertitude relative sur la résistance électrique
AR AV Al
VT

b. Méthode de la différentielle logarithmique d’'une fonction

Pour déterminer l'incertitude relativedF /F, a partir de la méthode de la différentielle
logarithmique d’une fonction, on suit les étapes suivantes :
1) Calcul du logarithme de la fonction,InF,
Ina.b =Ina+1nb
In(a+b) #Ina+1nb

2) Calcul de la différentielle du logarithme de la fonction d(InF),
_f'x) _df )

fG)  dx

3) Sommation des incertitudes c.-a-d., passons de d a A.

d(In f(x))

17
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Exemple 2 :

1
Onav = FE(%)l/Z , Calculer l'incertitude absolue Av ?

Correction

1 % 1 1
1) nv=In(Fz (=-)) = Inv=3InF + 3[Inl - Inm]

l
m

dv 1 dF 1 dl dm

2=l
3) =B I T donc Av = 2 FU/2 (/2L AL Ay
v 2 F 2°1 m 2 m F l m

I1. Calcul vectoriel

II.1. Les grandeurs physiques

En physique, on utilise deux types de grandeurs : les grandeurs scalaires et les
grandeurs vectorielles.
> Les grandeurs physiques scalaires : sont entierement définies par un nombre
et une unité appropriée. On peut citer comme exemples : la masse m d'un corps,
la longueur / d’'un objet, 'énergie E d'un systeme, la charge électrique q...
> Les grandeurs physiques vectorielles : sont des quantités spécifiées par un
nombre et une unité appropriée plus une direction et un sens. GEométriquement,
elle est représentée par un vecteur ayant la méme direction, le méme sens et un
module mesuré en choisissant une unité graphique correspondante, c’est-a-dire

I’échelle. On peut citer comme grandeurs vectorielles la vitesse ¥ d'un mobile, le

poids P d’un corps, les champs électrique E et magnétique B

Exemple : Le poids d’'un corps de masse 1kg peut étre représenté par un vecteur ayant
les caractéristiques suivantes :

- origine : le centre de gravité de I'objet ;

- direction : verticale ;

- sens : du haut vers le bas ;

- module : le poids étant de 9,8 N, si on choisit une échelle qui fait correspondre

1cm a 2N (1cm — 2N) le vecteur aura une longueur de 4.9 cm.

18
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I1.2. Caractéristiques d’'un vecteur

Le vecteur AB est défini avec les propriétés suivantes :

- la direction : c’est le sens dans lequel se déplace le vecteur (de A vers B).
- le module (l'intensité) : la longueur absolue du vecteur : |ﬁ| = AB.

-un sens : de A vers B.

o Représentation du vecteur

A

e

-
Notation d'un vecteur V = AB

0,

%+ Le vecteur unitaire : un vecteur unitaire 1 est un vecteur dont le module est

égale a 1 c.a. d module égale a l'unité: [u | =1.

14
On peut exprimer un vecteur unitaire sous la
forme
R
i=— V=7 d
IV
Exemple

Les vecteurs unitaires de base cartésienne sont (7,7, k)

Le vecteur 7 : vecteur unitaire suivant (0X)

Le vecteur J : vecteur unitaire suivant (0Y)

k“

v

Le vecteur k : vecteur unitaire suivant (07Z)

>

?Of

Vecteurs unitaires

19



I1.3. L’opération sur les vecteurs

I1.3.1. La somme des vecteurs

Mécanique du Point Matériel

Géométriquement, I'addition de deux vecteurs est effectuée en confondant I'origine du

— —
deuxiéme sur I'extrémité du premieére, soit les vecteurs V; et V, avec

S =

Vi+V, etS =V, +V,

—

i

(8]

—_ ¢|

Figure 2: La sommation des vecteurs

On constate que 71) + 72 = 72 + 71) , donc la somme des vecteurs est commutative.

I1.3.2. Différence des vecteurs

D=V,-V,>D =V +(-1;)

—

D =T-F =D =T+ (T)

Figure 3: Différence des vecteurs

On constate que D#D'c.ad 71) - 72) * 72 - 71, donc la différence des vecteurs est

Exemple

A=1
S=A+B=20+2]
D=A-B=2j

non-commutative.

=1

+2j,B

20
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Chaque vecteur V peut étre défini par la somme de deux vecteurs ou plus. Ces vecteurs

sont appelés les composantes de ce vecteur.

a) Dansle plan

—

V= Vx+7y)= Vcosail+Vsinaj

(Vx) {Vx : composante de IZsuivant (0X) } ) t v

2 V,: composante de Vsuivant (0Y) Vy :

-Lanorme de V est |V| = \/V;Z + 1}2 ] R
v' Exemple l

A=1-2]

Le composante de V suivant (0X) =1

Le composante de V suivant (0Y)=2

-La norme de 4 : ||/_1)|| = /(12 +(-2)2=+5

b) Dans I'espace

La position d'un point M dans l'espace R(O; X,Y,Z) est caractérisée par le vecteur

position OM :

74
OM = xT+ yj + zk 2 |

Les composantes, (X, y, z), d'un vecteur sont

les projections orthogonales du vecteur position

sur les trois axes du repere (0X, OY et 0Z) k4

v=<

respectivement. 7./ 0N

Dans ce cas le vecteur position s’écrit : ~

OM =0M'+ M'M

AvecM'M =z etOM’ = xT +yJ

21
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Remarque £

On considére que V = OM T M

A\ J

V, =Vsingsing = = sin @ sin 6

V, =V cospsinf
% <cos<psin 9>
V, =V cosf cos 6 Vx 2 . LA Sal

DoncV = /ViZ + V2 + V?

I1.5. Les cosinus directeurs

Le vecteur V forme les angles a, 8 et y respectivement avec les axes 0X, OY et OZ.

; ; 7
! > 4 P 1

V2 =VZ+ VP + V2 =V?(cos’a + cos*B + cos®y)
= cos?a + cos?p + cos?y =1

-
cosa,cos S et cosy sont appelés les cosinus directeur du vecteur V

{ V=Vi+Vj+Vk
=V (cosa T+ cosB ]+ cosy k)

V=Vi= i=cosal+cosBj+cosyk)
I1.6. Produit scalaire et produit vectoriel

I1.6.1. Produit scalaire

Soit deux vecteurs 71) et 72 faisant un angle @ entreeux 0 <6 <m

22



Le produit scalaire des deux vecteurs 7{ et 7{ estle

Scalaire définie par :
V1.V, = |[Vi|l|[V2]| cos 6 ,6(V1,V7)

—_— > —_— —_—
Vi.Vy, = V; scalaire V,

a) Produit scalaire des vecteurs unitaires

D’apres les propriétés du produit scalaire, on aura:

LU= 7]l Itll cos2m = 1.1.1 =1

> > | | T
Ly =7l 1170 cos(z) =11.0=0

Donc
ii=]j=kk=1
lj=7k=ki=0

b) La forme analytique du produit scalaire

Soit deux vecteurs V; = x;0+ y1] + 2,k

V; == x2?+y2_7+ ZzE

r : Ecole Nationale Polytechnique d'Oran Maurice Audin Mécanique du Point Matériel

Vicose

Figure 4: Produit scalaire

Le produit scalaire exprimé en termes des composantes des vecteurs

7{72) = (xli’ + vy, 7+ le ) (x27+ vaJ + ZZE)

= (x12) @D + (1) @) + (x122)(7- E) + (1x2) G0 + 1) G
+ (1122) (. k) + (z1x2) (k.7) + (212) (K.]) + (2125) (k. k)

= 71)72) = (X122 + y1Y2 + 2125)
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c) Quelque propriété

» En comparant les deux expressions du produit scalaire, on peut obtenir une

expression de I'angle 8 en fonction des coordonnées des deux vecteurs :

cos § = X Y1Yeis
val[vz|
s GTTl,  TAT)=TTHART,

» Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux 8 = g est nul.
ViV, =0 =V, 1V,
Vi=0 ouV, =0
» Le produit scalaire permet de définir le module d'un vecteur : v

V| =VV.V=VVi=/xZtyr+ 22

d) Les pplications et correction
Soit A=7+2], B=37+k
-Déterminer A scalaire B

-Déduire I'angle entre Aet'B

Correction

1/ A.B = ABy + A,B, + A,B,
AB=010+23)+((01)=6 24B=6

B
|B]

Y

2/ onsaitque A.B = |A||B|cos6 = cos6 = |

Donc |4| = /(D2 + (2)2 =5 ;|B| =/(3)% + (1) = V10

2

N
V7]

. . 6 T °
Finalement cost9—| | _\/541_0_0’84 :6—2—30

Dy
=

I1.6.2.Produit vectoriel

Soit deux vecteurs 7{ et 7; faisant un angle 0 entre eux . Le produit vectoriel des deux

—_— P
vecteurs I/; etV, estun
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Vecteur noté V = V{ A 72) est son module définie par :

VinVy = [Vi[[[[V2]|sin6 ,6(V2, V)

Figure 5: Produit vectoriel

Et caractérise par:

e Module |V1)A72)| = ||71)||||72)|| sinf avec0<6O<m
e Direction : la direction du vecteur 7{ A V; perpendiculaire au plan formé par les
vecteurs V; et V,

e Sens:le sens du vecteur 71) A 72 est tel-que le triedre (71), Vz), 17) est direct.

a) Produit vectoriel des vecteurs unitaires G> —>

D’apres les propriétés du produit vectoriel, on a : 7 J

o INI=]JAJ=kAk=0 Q

-

o IA]=k, ]/\k—L,k/\ =

7

o Ces trois relations se déduisent l'une de I'autre par permutation circulaire.

- — -

o Onaurademéme:TAk =—J, JAT = —k ,kAJ=—1

b) La forme analytique du produit vectoriel

Soit deux vecteurs V; = x,7+ y3J + 2,k

Vz) = X2?+y2_7+Z27€

- -

V V _ X1 Xy _ +1 =) +k Y1 Z1 S1X1 241 -|X1 W1
A=\ M2 )= 10 o & 2l 7 lx, 2, X2 Y2
Z1 ) X2 Y2 Zp
Y122 = V221 R R 5
X1Zy — XoZ1 | = (V122 — ¥221) — J (X123 — X221) + k(X1Y2 — X21)

X1Y2 — X2)1
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c) Quelque propriété

» Le produit vectoriel de deux vecteurs est nul si et seulement si les deux vecteurs
ont la méme direction (6 = 0) ou l'un des vecteurs est nul< ANB=0=4=
OouB =0=A410E.

» Le produit vectoriel est anticommutatif (antisymétrique) : V; A V; = —V; A 71)

» Interprétation géométrique du produit vectoriel :

Le module, |71) A Vz) |du produit vectoriel de deux vecteurs V; et V; représente la

— —
surface d'un équilatérale compris entre ses deux vecteurs V; et V,.

”W N IEAZ sin(Vy, V)

h = V,sin(V],V,),donc S = |[V{ AV; || = hV,

d) L’application et correction

Soit A(1,0,2), B(0,2,1)
Déterminer A vectoriel B

-Déterminer l'angle entre Aet'B

Correction

1/AAE

0 2-7ly A ks O =-4r-7+ak

+ -] +k|
1 0 2|=I0
0 2 1

Dy
=11

A

Z/E/\Ez |/T||§|sir16 = sinf = || |

Dy
%)

ANE = —41-]+2k = |AnB| = /47 + D2 + @7 =21

4] = T+ @7 =5 [B| = J@F + (1 =5

|
5

B
&

A

Finalement sin 6 = =0,91 =2 0 = 65,5°

>y
)
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I1.7 Produit mixte

Le produit mixte des trois vecteurs A, Bet C est défini par le produit scalaire suivant:
.(AnB)=CEouB=AnB

Exemple :

L(@Ak)=k. @A) =].(kaD) =1

Le produit mixte des trois vecteurs obéit la propriété de permutation circulaire:

Vi (V; AT3) = V3. (Vs AT;) = s (V, ATS) A

I1.8 Moment d’'un vecteur

I1.8.1 Moment d’un vecteur par rapport a un point

Soit AB un vecteur et O un point quelconque. On appelle moment de AB par rapport a O,

le vecteur FO(AB)- défini par:
M,(AB) = OA AAB

Le module du moment s'écrit: |WO(A—B_)>| = |m| |ﬁ| sin 6

I1.8.2 Moment d'un vecteur par apport a un axe

Le moment d’un vecteur AB par apport a un axe m(AB)est donné par le produit

scalaire: m(AB) = M, (AB).u, avec, U, ,le vecteur unitaire de 1'axe (A).
I1.9 Dérivées et intégrale d'un vecteur

I1.9.1.Dérivées d'un vecteur
Soit le vecteur:V (t) = V,(£)7 + V, ()] + V,()k

dV—) dV—) av, 7
=T+ 27+ Lk

L g feos o dV
La dérivée temporelle par rapport au temps est définie : P " "

27



Sh
0 Ecole Nationale Polytechnique d'Oran Maurice Audin Mécanique du Point Matériel

Il est important de noter que dans ce cas les vecteurs de base sont considérés fixe ;

R di _dj _dk _ =
c.a.d. el Y

Quelques caractéristiques des dérivées de vecteur:

J %(A+§)=iA+%—)
- A A
o L) =ZAd+25

I1.9.2.Intégrale d'un vecteur

Soit le vecteur V(t) = V, (t)T + Vy (D7 + V, (t)ﬁ qui est une fonction vectorielle de t.

On définit une intégrale deV(t) par:

fV(t) dt = Tf V() dt +Tf Vv, (D) dt + k fVZ(t)dt
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I11. Systemes de coordonnées

Chaque point matériel est repéré par un systeme de coordonné, comportant une
base et des composantes du vecteur de position. On définit alors trois systemes

de coordonnées dans un plan ou dans I’espace.

III.1 Coordonnées cartésiennes

—

Soit le repére fixe orthonormé directe R(0; X, Y, Z) de base orthonormé directe (7, J, k).

La position d’'un point M peut étre repérer par z4

ses trois composantes cartésiennes (x, y, z)projections .

orthogonales sur les trois axes du repeére.

v=<

Le vecteur position s’écrit OM = xT + yj + zk = /o 7

Onsaitque0M=0m+mM=x?+yf+zi€ X NG

M est la projection du point M sur le plan (0; X,Y)

Figure 6: Systeme cartésienne

Dans des nombreux cas, il est beaucoup plus facile de repérer un point sur une courbe,

une surface en utilisant d’autres types de coordonnées.

II1.2 Coordonnées polaires

Il est plus adapté pour repérer un point M sur un cercle d’utiliser les coordonnées

polaires définie par (r, 6) et non (x, y)
X
Le systéeme de coordonnées polaires est un repere Ay
plan a symétrie de rotation. Les éléments du repere . el
M Ue .
sontret6. -
}r ___________ I{,

Le rayon polaire r(t) représente le module du l . M

s Yy - ; (5] : X
vecteur position :OM =7 > - >

o 7 x

Figure 7: Systéme polaire
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L’angle polaire 6(t), représente I'angle compris entre I'axe OX et le vecteur position.

La base du systéme de coordonnées polaire est formée par deux vecteurs unitaires u, et
— 1: £ : By — > — —_— — —
ug liée au point M, c.ad. w, | OM; u, Lug ; llu ll = llugll =1

Le vecteur position OM = r ;. , d'ott |0M| = r ; 6(OM, 0X)

a. Relation avec les coordonnées cartésiennes

La relation entre les éléments du repere cartésien (x, y) et celles du polaire (r, 6) sont

données par les relations suivantes : v
{x =rcosf N Uy

y =rsinf \:/Ur
S ___ |

La relation entre les éléments du repere polaire (r, 0) et celles

du cartésien (x, y) sont données par les relations suivantes : 2

\-<
“E3
-
._f—:‘_‘{_
«= =2

V>

N
r=4x%+y? ol 7~

0

Y
arctan (x)

La relation entre les vecteurs unitaires du repére polaire (u,,ug) et celles du repére
cartésien (1,]) est exprimée par la relation suivante :

{ U, = cosO1+sinf7
Ug = —sin@T+ cosB7

II1.3 Coordonnées cylindriques

Ces coordonnées sont adaptées pour décrire un probléme a symétrie axiale d’axe Oz.
C’est un repere spatial choisi pour '’étude d’'un mouvement spirale ou sur une surface

cylindrique.

La définition du repere cylindrique par rapport au
repere cartésien est donnée sur la figure ci-contre.
Le mouvement d'un mobile M au systéeme de
Coordonnées cylindriques est décomposé en

deux mouvements.

Figure 8:Systéme cylindrique
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Un mouvement dans le repéere polaire qui est en fait la projection du mouvement de M

sur le plan (X0Y) et un mouvement de translation selon I'axe 0Z.

p: le module du vecteur oM’ qui représente la projection du vecteur OM surle plan
(xoy).

O : L'angle compris entre I'axe OX et le vecteur p = oM’ .

Z : représente la hauteur du point M par rapport au plan(X0Y).

S i - \ - .
Les vecteurs unitaires u, ,uy et k constituants la base du repere cylindrique.

Le vecteur position OM = pu, + zk ; H(OM’,W)

a. Relation avec les coordonnées cartésiennes

Projection des vecteurs unitaires du repére cylindriques(u, , ug, E) dans le systeme de

coordonnées cartésiennes est exprimée par la relation suivante :

—

U, =—=cos@T+sinb7j

T

s
@zﬁ(9+§) = —sinf7+ cosOj

Le repére cylindrique est en fait, une extension du repere polaire dans I'espace.

La relation entre les éléments du repere cartésien (x,y,z) et celles du polaire (p, 6, z)

sont données par les relations suivantes :

x =pcosH
y =psinf
z=2z

La relation entre les éléments du repere polaire (r, 0) et celles du cartésien (x, y) sont

données par les relations suivantes :

r=+/p%+2%2=/x2+y%+ 22
y
9_ t i
= arc an(x)
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I11.4 Coordonnées sphériques

Ces coordonnées sont adaptées pour décrire un
probléme a symétrie sphérique, lorsque le probléme

présente une symétrie sphérique autour d'un point O

que 'on prend pour origine du repere d’espace.
Les éléments du systéme de coordonnées

sphériques sont: r, O et ¢ telles que :

r = ||oM|,6(0Z,0M)et 9(0X, 0M)

Figure 9: Systeme sphérique
La base associée a ce systeme de coordonnées est :
(U, Ug, Ugp)
Le vecteur position (W) : la projection du vecteur position dans le repere cartésien
peut étre exprimé par: r = r(sin8 cos @1 + sinOsingj + cos 6k )
Dans le systeme de coordonnées sphériques, le vecteur position prend la formule

- —
r =ru,

a. Relation avec les coordonnées cartésiennes

On passe des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes par les relations :

X =r1rcosfcosg
y =rsinf@sing
Z=71cos@

Le passage inverse des coordonnées cartésiennes vers les coordonnées sphériques est

effectué par les relations suivantes :

r=4x?>+y%+22
V2 4 y?
YD

6 = arctan(

y
= tan(—
\ @ = arc an(x)
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b. Vecteurs unitaires du repere sphériques (u,, ug, u,,)

Il est utile de connaitre les expressions des vecteurs unitaires de systéme de

coordonnées sphériques avec celles du repere cartésien.

R It

A partir du vecteur position, on peut déduire le vecteur unitaire radial : u,

— . T — T
Les vecteurs U, et Uy , appartiennes au plan méridien avec, ug = u,. (6 +-).
T 0 0 T 2

Les trois vecteurs u_r’,ﬁg,u_(p’ , forment un repére orthonormé, donc l'expression du

vecteur u,, peut étre déterminé par le produit vectoriel des deux premiers vecteurs
u, =u; A ug ,donc:

U, =sin@cos @l + sinOsing] + cos Ok
g = cos 6 cos @l + cos O sing ] — sin Ok

U, = —sinpi+cosqpj
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CHAPITRE 2 : CINEMA TIQUE DU POINT
MATERIEL
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Notre étude formelle de la physique commence par la cinématique qui est définie
comme |’étude du mouvement sans considérer ses causes. Le mot « kinematics » vient
d’un terme grec signifiant motion et est lié a d’autres mots anglais tels que « cinema »

(films) et « kinesiology » (I’étude du mouvement humain).

1. Les objectifs spécifiques du chapitre

© L’objet de la cinématique du point est I'étude du mouvement d’'un point
sans se préoccuper des causes (les forces) qui lui donnent naissance.

© Connaitre 'expression de la vectrice position, vitesse et accélération dans
les différents systemes de coordonnées.

© Savoir retrouver les équations horaires du mouvement ainsi que

I’équation de la trajectoire de ce point.

©

Connafitre la définition de quelques mouvements particuliers

©

Savoir reconnaitre le type de mouvement que peut avoir un référentiel par

rapport a un autre

©

Savoir dériver un vecteur dans des référentiels différents.

©

Connaitre la loi de composition des vitesses et des accélérations.

I1. Les prérequis

Connaitre les systemes de coordonnées cartésiennes, polaires et cylindriques.

Savoir dériver les vecteurs de la base polaire ou cylindrique.

Savoir intégrer quelques fonctions élémentaires (polyndmes, fonctions
trigonométriques, exponentielle etc.).

Avoir compris ce qu’est un référentiel.

Savoir dériver un vecteur unitaire tournant.
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PART I : CINEMATIQUE DU MOUVEMENT

I. Introduction :

La cinématique du point matériel est I'’étude du mouvement des corps matériels en
fonction du temps (la position, la distance parcouru, la vitesse, I'accélération...) sans
tenir compte des causes qui provoquent ou modifient le mouvement (les forces,
’énergie,...). On suppose que le corps étudié est un point matériel. On considere que les
dimensions du corps sont tres petites devant la distance parcourue.

La notion du mouvement est relative. Un corps peut étre, en méme temps, en
mouvement par rapport a un corps et en repos par rapport a un autre. Par conséquent, il
est nécessaire de définir un repere pour déterminer la position, la vitesse ou
I'accélération d’'un mobile a un instant correspondant a la position du mobile par
rapport a ce repeére.

On définit plusieurs systéemes de coordonnées selon la nature du mouvement du point

matériel. Cartésien, polaire, cylindrique et sphérique.

I.1.Définitions :

a) Notion de point matériel :

Les mouvements des corps sont souvent tres complexes. Lorsque, dans I'étude du
mouvement d'un mobile, on ne considere que sa position, on peut, pour simplifier,
réduire ce corps a un point matériel ayant la méme masse et localisé en son centre de
gravité. Cela revient a négliger tout effet de rotation du solide sur lui-méme ou son

extension spatiale.

Exemple : Systéeme masse-ressort, la masse peut étre réduite a un point matériel.

b) Notion de référentiel :

Le repos et le mouvement sont deux notions relatives. En effet, un observateur A
immobile voit un arbre dans une position fixe alors que le conducteur B d’une voiture
roulant a proximité le voit en mouvement vers l'arriere. L’étude d’'un mouvement exige

de connaitre la position dans l'espace a tout instant t par rapport a un référentiel. Ce
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référentiel peut étre lié a un repére orthonormé R(0, x,y, z ) dans lequel est repérée la
position M(x,y,z) d’'un mobile. Le corps est au repos par rapport a ce repere si ses

coordonnées sont constantes au cours du temps.

Cependant, si au moins 'une d’elles varie le corps est en mouvement par rapport a R. Un
repere d’espace : Exemple le repére cartésien R(0, x,y,z ) est défini par une origine O

fixe dans le référentiel et des axes et munis d’'une base orthonormée directe

Une horloge : A chaque instant, on associe un nombre réel t appelé date qui correspond

ala durée écoulée depuis I'instant origine.
1.2.Etude Descriptive du mouvement d’un point matériel :

I.2.1. La position du mobile :

La position d’'un mobile a un instant t est déterminée par rapport a un repére par un

vecteur OM qu’on appelle vecteur position. Son origine est le centre du repere O et son

-

extrémité est le mobile M. Suivant le repére cartésien dans l'espace(0,1,] ,_I:), le vecteur

position s’écrit :
OM=r =xl +yj +zk

Sur la figure 10, nous montrons le vecteur position de M suivant le repere cartésien et sa

trajectoire.

» N

Trajectoire

zZ &

g

e

Q

Figure 10: Trajectoire dans un repere cartésienne
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Les composantes x,y etz du vecteur position dans la base cartésienne sont les
coordonnées cartésiennes du mobile M. Ces coordonnées changent avec le temps car le

mobile M est en mouvement : x(t), y(t), z(t).

Les fonctions x(t), y(t) et z(t) sont appelées les équations horaires du mouvement.

1.2.2. La trajectoire :

La trajectoire est I'ensemble des positions successives occupées par le mobile au cours
du temps par rapport a un repere. C’est une ligne continue qui relie le point de départ au
point d’arrivée (figure 1). La trajectoire définit la nature du mouvement. Si la trajectoire
est rectiligne, le mouvement est rectiligne et si elle est curviligne le mouvement est

curviligne.

> Equation de la trajectoire :
C’est la relation qui lie les coordonnées du mobile X, y, z entre eux indépendamment du
temps. Pour trouver I'équation de la trajectoire, il faut éliminer le temps entre les

équations horaires.

Exemple :

Les équations horaires d'un point ponctuel en mouvement dans le plan (O, x, y) sont :

x=2t......(1)
{y =2t+1..(2)

De I’équation (1), on at = x/2. On remplace t dans I'équation (2), on aura:
y=2(3)+1

y=x+1

Cette équation de la trajectoire est I'’équation d’'une ligne droite de la forme y = ax + b

ce qui signifie que le mouvement est rectiligne.

1.2.3. Le vecteur déplacement :

Pendants le mouvement, le mobile occupe des positions différentes. A I'instantt;, il est

au point M; et a un instantt,, il est au point M, (figure 2). On définit le vecteur M; M, le

vecteur de déplacement
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MlMZ = M10 + OMZ = OMZ - OMl

Y
A
) 1 le
JRE— ®
oM, M,
L oM, -
J
O » » X
i

Figure 11: Vecteur de déplacement
1.2.4. Le vecteur vitesse

a) Lavitesse moyenne

La vitesse moyenne est la variation de la distance entre deux positions M;, M,occupées

par le mobile par rapport au temps écoulé entre ces deux positions. Elle est définit

comme suit :
_, MM, Ax A
= =— = qvecdx =x, — X
™, -t At 2

b) La vitesse instantanée

C’est la vitesse a un instant t donné et elle est définit comme suit :

o _ . OM;—OM; _ dOM
Vo= amvm = 0 At Cdt

Le vecteur de la vitesse instantanée est tangent a la trajectoire et sa direction suivant la

direction du mouvement.

Les coordonnées du vecteur vitesse suivant les coordonnées cartésiennes sont comme

—_—

suit. Soit: OM =xT+y] +zk

H_dW’_dx”rdywrdzE
“Tar drt Tad Tar
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I.2.5. Le vecteur accélération

a) L’accélération moyenne

L’accélération moyenne est la variation de la vitesse entre deux positions par rapport au
temps. Soit v, la vitesse du mobile a un instant t; et v, sa vitesse a instant t,. Le mobile
subit une accélération moyenne telle que :

7T AB
t,—t; At

—

Ym =

Le vecteur y,,est // a Av et il se dirige vers la concavité de la trajectoire.

b) L’accélération instantanée

L’accélération instantanée est ’accélération a un instant t donné :

b Aa_l_ v,—v, di _d’OM
V= %2 T ase T Ar dt | de2

Les coordonnées du vecteur accélération suivant les coordonnées cartésiennes sont:

I.3.Différents types de mouvements

I.3.1. Le mouvement rectiligne

Le mouvement rectiligne est caractérisé par une trajectoire sous forme d'une droite. Le
mobile M est repéré par les coordonnées cartésiennes selon la droite Ox (si le
mouvement est linéaire suivantOx)

Le vecteur position s’écrit :
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1. Le mouvement rectiligne uniforme

Le mouvement rectiligne uniforme est caractérisé par une vitesse constante et par

conséquent l'accélération est nulle :

. dv
V=T
Le vecteur vitesse est :
. dOM dx
vV=—=—
dt _dt "
D’ou : dx =vdt
x(t) t
f dx = f vdt
Xo to

Avec: x, est I'abscisse (la position) de M a I'instant initiale ¢,
x(t) = v (t—ty) + x
Cette équation est appelée ’équation horaire du mouvement rectiligne uniforme

o Diagramme du mouvement rectiligne uniforme:

x(t) v(t) a(t)
A A

X(t)=vt+xp v=constante

Xo

v

Figure 12: Le mouvement rectiligne uniforme
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2. Le mouvement rectiligne uniformément varié

Le mouvement rectiligne uniformément varié est caractérisé par une accélération

constante :
dv fant
= — = constante
T
dv =ydt

v(t) t
f dv=y | dt
Vo to

Avec v, est la vitesse initiale a I'instant ¢,
v(t) =y(t—to) + v
D’autre part:
dx
v(t) =—
)=

dx = v(t) dt

fx(t)dx = ft v(t) dt = ft [y(t —ty) +vo] dt

X0 to to
_ Y242
x(t) = E(t —t5) + (o —yto)(t — to) + xo
Sity = 0,'équation horaire du mouvement rectiligne uniformément varié devient :
Y .2
x(t) =§t + vyt + xg

Y4

Si y.v > 0, le mouvement est uniformément accéléré

Si y.7 < 0, le mouvement est uniformément retardé

42



Ecole Nationale Polytechnique d'Oran Maurice Audin Mécanique du Point Matériel

Remarque: le mouvement rectiligne uniformément varié est caractérisé par une

accélération constante qui peut étre calculé comme suit :

_dv
V=
dx =2y
y x_dt X
X1 V1
f ydx=f vdv
X0 Vo
2 2
_i W
y(x1 —xp) = 2 2
YN — U%—Ug
D’ou: y——z(xl_x())

x; est v; sont respectivement la position et la vitesse de M a 'instant ¢,

o Diagramme du mouvement rectiligne uniformément varié:

»

() V(1) a(t)
A

Xo
Vo

Figure 13:Le mouvement rectiligne uniformément varié

3. Le mouvement rectiligne varié
Le mouvement rectiligne varié est caractérisé par une accélération qui dépend du temps.

Exemple :

Soit un mobile se déplace a une accélérationy = 2t — 1.

43



5
S
i\l

Ecole Nationale Polytechnique d'Oran Maurice Audin Mécanique du Point Matériel

dv

V=E

v(t) t t
f dvzf ydt= | (2t —1)dt
V, t

0 0 to

On suppose a l'instant t, = 0s, v, = 0m/s et x, = Om.

v(t) =t?—t
_ dx
Ve
x(t) t t
j dx = f v(t)dt = j (t? — t)dt
0 0 0
t3  t?
O =3-7

4. Le mouvement rectiligne sinusoidal

L’équation horaire du mouvement rectiligne sinusoidal s’écrit sous la forme sinusoidale

en fonction du cosinus ou sinus tel que :
x(t) = xpy cos(w t + @)
X, est 'amplitude maximale
w est la pulsation du mouvement
@ est la phase initiale et elle est déterminée par les conditions initiales

La vitesse est la dérivée de x(t) tel que:

dx(t)
dt

= —xwsin(wt + @)

v(t) =

L’accélération est la dérivée de la vitesse telle que :

dv
y(t) = prie —xpmw? cos(w t + @) = —w? x(t)
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o Diagramme du mouvement rectiligne sinusoidal :

4 y ()

',v(t)

o1 /)

Figure 14:Le mouvement rectiligne sinusoidal

1.3.2. Le mouvement dans le plan

Si la trajectoire du mobile est dans le plan, nous étudions le mouvement suivant les

—_— —
coordonnées cartésiennes (0,7, ) ou suivant les coordonnées polaires (0, Ug, Up)

I.3.2. 1.Les coordonnées polaires

On définit la base polaire par la base orthonormée (TR, E;) tel que :
U_R:: Vecteur unitaire suivant la direction du vecteur position oM

79 : Vecteur unitaire perpendiculaire a UTQ: en faisant une rotation de /2 du vecteur OM

»
>

e}

=~

Figure 15: Trajectoire dans un repere polaire
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La base cartésienne est une base fixe alors que la base polaire est une base qui dépend

du mobile M qui est en mouvement en fonction du temps.

Suivant les coordonnées cartésiennes, le vecteur position s’écrit :

-

OM=R=x1+yJ
Suivant les coordonnées polaires, OM s’écrit comme suit :
OM =RU,
Les composantes de OM sont (x,y) dans la base cartésienne alors que dans la base
polaires les composantes de OM sont (R, 0).

o Lien entre le systeme de coordonnées cartésiennes et le systéme de coordonnées

polaires et vice versa:

{x=Rcost9
y =Rsinf

R =|0M| = yx% + y2
tan 6 y 0 X ou sinf = Y
anf == ,c080 = ——— /
X [x2 + y2 x? +y?
La base polaire s’écrit en fonction de la base cartésienne comme suit :
{ Ug = cos 07T+ sinf7
Uy = —sinB7+ cos6]
De méme, la base cartésienne s’écrit en fonction de la base polaire comme suit :
{?= cos 6 Uy — sin6 U,
7 =sin@ Uy + cos 80U,

a) Expression du vecteur vitesse suivant les coordonnées polaires

dOM _ d(RUg)

VT dt
*—dRU_’+R dU
V= ar R dt

La dérivée du vecteur U_R) par rapport au temps :
dU, d

o C a4 (cosBT1+ sinf7)
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dUg _dO . oo o
It _dt( sinf@ 1+ cos 67)
dU_R’_deu_>
dt — dt °

C’est la regle de dérivation d’un vecteur unitaire tournant :
La dérivée par rapport au temps d’'un vecteur unitaire % qui tourne par un angle 6 est
obtenue en multipliant la vitesse angulaire 8 = w par le vecteur qui est directement

perpendiculaire a i (rotation de /2 dans le sens positif)

Figure 16 : Les dérivés des vecteurs unitaires (base polaire)

Le vecteur vitesse suivant les coordonnées polaires s’écrit :

N dR—> d9—> . — o« —

b) Expression du vecteur accélération suivant les coordonnées polaires

<N

=22 L T+ ROT,

(e .dUg e .. dUy
7=(RUz + R—=| + (R 6Uy + R6U, + R 6 —)
dt dt

7 = (R — R6?)Uyr + (2RO + ROYT,

1.3.2. 2.Le mouvement curviligne

Le mouvement curviligne est caractérisé par une trajectoire curviligne qui nécessite la

connaissance du rayon de courbure R et le centre C (figure 8).
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y

A A
M
My S
R
MZ CQ/ 2
—| F —|
Il 0
0] > » X Ol—» » 2
f L

Figure 17: Le mouvement curviligne

La position du mobile est déterminée par I'abscisse curviligne S tel que :
S(t) =R6O(t)

S est la longueur de 'arc M; M;. M1 est la position du mobile a I'instant t; et M, est la

position du mobile a I'instant ¢t,.
o Base de Frenet:

La base de Frenet est une base reliée au mobile en mouvement curviligne. Elle est définit

par la base orthonormé (U:, ﬁ;) tel que :

—_— —
U, est un vecteur unitaire tangentiel a la trajectoire et en direction du mouvement (U,

est parallele au vecteur vitesse v)

U_,{ est perpendiculaire au vecteur ﬁ: et il est dirigé vers le centre de la courbure de la

trajectoire.

- —_— dS—)
vsztZEUt

L _dv_dve. dU;
V=at T ar TV ar

dv

7 =—Uc+v0U,

48



Mécanique du Point Matériel

D’autre part:

_dH_dSl_v

~dt dtR R
S - dv — v2—> — —_—
D’ou V=EUt+?Un=yt+yn
— dv— - v:i—
t=—U ; Yn =7 Uy

y{ est 'accélération tangentielle et y,, est 'accélération normale

Si |v | est constant donc I'accélération tangentielle y; est nulle. On dit que le mouvement

v —

et curviligne uniforme : y =y, = = Un

R est le rayon de courbure de la trajectoire qui est déterminé comme suit :

v?_, —
FUn vat

7 x =2
X B = —
Y R
3
D’ou R = _,vq
[y xv|

I.3.2. 3.Le mouvement circulaire

Le mouvement circulaire est un mouvement dont la trajectoire est un cercle de rayon R

constant. L’équation de la trajectoire est comme suit :

(x —x0) + (y — o) = R?
R est le rayon du cercle et (xg, yy) sont les coordonnées du centre du cercle.

Le vecteur position s’écrit suivant les coordonnées polaires comme suit :

OM =RUg
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Le vecteur vitesse est :

Le vecteur accélération est:

7 = —RO%U, + RHU,

L'accélération est la somme de l'accélération tangentielle yo = R @ et l'accélération

normale yr = RO? qui s’écrient suivant la base de Frenet comme suit :

Vi=RHU;
Vo =R62T,

6 = w est appelée la vitesse angulaire.

Ve

A}

Figure 18 : Le mouvement circulaire

Si le module de la vitesse v ou la vitesse angulaire w est constante, on dit que le

mouvement est circulaire uniforme. L’accélération dans ce cas est :

7=Yn=Rw* Uy
On définit l'accélération angulaire parw = a. Si a est constante, on dit que le

mouvement est circulaire uniformément varié.
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1.3.3. Le mouvement dans I'’espace

1.3.3.1.Mouvement suivant les coordonnées cartésiennes

=

@)

=~

Figure 19 : Systeme cartésienne
Les vecteurs : position vitesse et accélération s’écrient suivant les coordonnées

cartésiennes comme suit :

OM = Om +mM = xi + y] + zk

—)_dOM_.—>+.—>+.E
V= = Ayt
,_d*OM _dv _ ., ., o
V=F=E=xl+y]+zk

1.3.3.2. Mouvement suivant les coordonnées cylindriques

La base cylindrique est déterminée par les vecteurs unitaires(U_R), U—g) k )- Voir figure 11

R
Le vecteur position OM s’écrit suivant les coordonnées cylindriques comme suit :

0M=0m+mM=rU_R)+zE
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; A
|
Iy
| z
I \
: li
I \‘ N
: RER I
I —— /]
| em—=._ |OM |
1. T~ |
I — & K |
‘\‘ k . I y
N (@] = p »Y
- s
N I'\\\l// U9
X _\LTV_————_
~TTT m
Ug
X

Figure 20 : systeme cylindrique
= Lien entre les coordonnées cylindriques et les coordonnées cartésiennes

r = J3TTy?

tang = 2. donc = arctan%

X

zZ=2z
X =rcosf
y =rsinf

z=2z
La base cylindrique s’écrit en fonction de la base cartésienne comme suit :

Ug =cos 0T+ sin6 J

Up=—sin@i+cos6]

k =k

a) Expression du vecteur vitesse suivant les coordonnées cylindriques

. doM d . -
1727:&((1"(]134'2]()
L dr—  dU, dz -
U:EUR-FTW-FE

Nous rappelons que :

=
Il
o

Ur=0Ug, Ug=—06U;;
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s _dre dU_R)_I_dz_,
VE@ R T Tar Tar

B=7Us+10U, +2k

b) Expression du vecteur accélération suivant les coordonnées cylindriques

. _d?0M _dv _d
V=" _dt_dt(r
F=FUp+70Ug+70Uq +7 60Uy —1060Ug + 7 k)

U_R)+r9UTg+Z'E)

F=GF—-10)Up+ RF 0 +10)Ug + 7k

I1.3.3.3.Mouvement suivant les coordonnées sphériques

La base sphérique est déterminée par les vecteurs unitaires (Ug , Ug, Uy, ), tel que :

¢ est 'angle que fait le vecteur position OM et 'axe Oz. 0 est I'angle que fait le vecteur

Om et 'axe Ox. mestla projection de M dans le plan (O, x, y). Voir figure 21.

z
A
z Ur
Us
R | —
e
|
- AQ I
k |
0 - I Y »Y
~ 117
. 1‘\\\|//
x ft—-= N
m

Figure 21 : Systeme sphérique
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Un point mobile M est repéré par les coordonnées sphériques : (R, 8, @) et le vecteur
position s’écrit :

OM = RUR

= Lien entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées sphériques

X =r1cosf
y =rsinf
Z = Rcos ¢

Sachant que r = R sing , donc:

Yy = R sing sin

{x = R sing cos 0
Z=Rcos¢g

R =x%+y?+2z2

(
| . 7
4' = arccos -

k Q= arctanX
X

» Lien entre les coordonnées cylindriques et les coordonnées sphériques

r = R sing
{ 0=20
Z=Rcosg

R =412+ 22
6=206
= tant
¢ = arctan—

= Base sphérique en fonction de la base cartésienne
Nous avons:

OM = RUg = Om + mM

Avec
Wzrszsimp E)

mM=zE=Rc05(p k
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0—M)=Rsin<pw+Rcos¢E

Nous savons que
U, =cosOi+ sin@ J
OM = R[sinpcos T+ sinpsind j+ COS(pE] = RU;

Donc

—

Ug =sinpcos@T+singpsind j+ cos<pE

Pour trouver le vecteur Ug en fonction de la base cartésienne, il suffit de tracer les

vecteurs unitaires suivant le plan(o, x, y). Voir figure 22.

)

m

LA

Figure 22 : les vecteurs polaires dans la base cartésienne

e N - -
Ug = —sinB 1+ cos 0j
—_— _ = —
Pour trouver le vecteur Uy , nous avons : U xUgy =U,
. ! =J k
Uy = [sinpcos® singsinf cose
—sin 6 cos 6 0
—

Uy, = —coscos 0T+ cos ¢ sin 6] + sing k

a) Expression du vecteur vitesse suivant les coordonnées sphériques

*—dm—d(RU_’)—RU_’+R7
VETar T dt R;— 7 TR R
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- dU_R) ) 5 PN . >
Ug =—=(p(cosq)cosel+cos<psm9]—smcpk)

+ 6 (—singsin 8T +sinpcos 0 ]) & ﬁ,;=<pﬁ+ 6 sing Uy
Alors

% =RUg+ RO sing U_9)+R¢Ep)

b) Expression du vecteur accélération suivant les coordonnées sphériques

<

v d .. .
Eza(RUR+R951n<pU9+R(pU(p)
)7=(R'—prz—Rézsin(pz)U;+Résin<p+2Résin<p+2R9¢cos¢)T9+R¢+2R¢

— R6?sin @ cos p)U,,)

1.1.6. Les applications et correction

1/ Le vecteur position d'un point matériel est donné par :
OM=#=ti+2t%

Déterminer la trajectoire de M

Déterminer le vecteur vitesse de M- ainsi que sa norme

Déterminer le vecteur accélération et sa norme

W N

Déterminer 'angle 0 entre y et v’
5. Quel est I'angle que fait le vitesse et I'accélérationa t = 1s

Correction X

o

- - =t
1/ OM=x1+y] {yx=2t2 =y = 2x?

2 $=""=b=T+4t] o |5l = VI+ 16t m/s y

-

dv - - -
3/7 = =27 =477l =4m/s

- —

y.v
7117l

4/L’angle entre y et v doncy. v = ||[¥|l.||[¥]l cos@ = cos @ =
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16t 4t
441 + 16t%2 V1 + 16t2

Y. v =(0.1) + (4.4t) = 16t > cos O =

3 t= -2
5/at=1s= cos0 = =
2/ Dans le systéme des coordonnées polaire ; le mouvement d’un point matériel est
décritparr =R et 6 =t?

N

1. Déterminer 'expression de la vitesse et de 'accélération et leurs normes dans ce
systéme

2. Déterminer le rayon de courbure

3. Déterminer la trajectoire de (M)

Déterminer le centre de courbure

1. Déterminer la vitesse et ’accélération dans le systéme curviligne (base de Frenet)
et vérifier avec la question 1
2. Déterminer la vitesse et I'accélération dans le systeme cartésienne

Correction
Nr=R ;0 =t =O0M =RW,

) 5 dOM _ d . — SN
1.Lavitesse v = o (Ru,) = ROuy

U = 2Rtug = ||V|| = 2Rt m/s

1.L’accéleration)7=%= 2Rug+2tR %= 2Ruy —4t’Ru;
= Il = 2Ry 4 t* + 1m/s?
1.73 - - u_)r % I_() T
2.Rayon de courbure p = iR v3=8t3R3;BAV=| o 2tR 0| = 8t3R%k
—4t’R 2R O
BA7|=83R? = p="R R p=R
vAYE= P= %oz~ p=

3.Déterminer la trajectoire M

sinf =y/r X =rcosf
0 {cos@ =x/r=>{y =rsinf
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x?2 + y? = r?2 = R? = la trajectoire est un cercle de centre(0,0) et de rayon R

OC =0T +2 () > 0C = RI= 4+ B9 _ p 4 R (_op
4.Lecentredecourbure0C—0M+v dt(v):)OC_Rur-l_tht —Rur+2t( 2t u,)

0C =R, —Ru, =0 doncle centre est C=0
1)

1.La vitesse et 'accélération (Basse de Frenet)

—

v=vu; = v =2Rtuy

( dv
Vt:EZZR
V:Vtu—T)-l'VNu—N):)i 2 & 7 = 2Ruy + 4t?Ruy

v 4t%R
y = —=
N

2.La vitesse et |'accélération dans le systéme cartisiénne

_ x =71cosf = R cos(t?)
On sait que . P
y =rsinf = R sin(t*)

x .
dx dy . E = —ZtRSIIl(tZ)

- __—) - — _ . 2 - 2 - - —
v= dtl+dt] d_y_ZtRCOS(tz) © v =2t R(—sin(t*) T+ cos(t*)j = ||v|| = 2t Rm/s
dt
dv d
V= Tl [2t R(—sin(t?) T+ cos(t?)]]

Yx = 2R sin(t?) — 4t%R cos(t?)

Y=Yl Yy = {Vy = 2R cos(t?) — 4t?R sin(t?)

& 7 = 2R[(—sin(t?) — 2t% cos(t?))T + (cos(t?) — 2t2 sin(t?))]]

I7Il = 2Ry 1 + 4 t*m/s?
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PART Il : LE MOUVEMENT RELATIF

I1. 1.Introduction

Dans la pratique, on est souvent amené a travailler avec des référentiels différents, d’ou
la nécessité d’établir des lois cinématiques qui vont permettre de relier les accélérations,
les vitesses et les positions observées dans des référentiels distincts. Nous avons indiqué
que le mouvement est une notion relative en ce sens qu’on doit toujours le rapporter a

un systéme de référence particulier, choisi par 'observateur.

I1.2.Vitesse relative

Considérons deux objets A et B, un observateur O, qui prend comme systéme de

référence (0XY) (Figure 23)

Figure 23: Mouvement relatif

Par rapporta O, A et B ont pour vitesses :

dr,
VA/O = E

drg

VB/O = dt

o Lavitesse de A par rapport a B est définit par :

L dry dr dr

Vass = dt  dt dt

Donc, pour obtenir la vitesse relative de deux corps, on soustrait leurs vitesses par

rapport a 'observateur. Nous trouvons que
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VA/B =V, — Vg

o Lavitesse de B par rapport a A est définit par :

= drg, drg dr, - -
Vpp=—t="B_"A_y _7
BIA™ "qat — dt dt B 4

I1.3.Mouvement relatif uniforme de translation et de rotation

Précédemment, nous avons considéré des référentiels fixes, dont les vecteurs de base ne
varient pas avec le temps. Mais par la suite deux référentiels peuvent étre en
mouvement relatif, soit parce que leurs origines se déplacent I'une par rapport a l'autre,
soit parce que l'orientation relative des deux référentiels change avec le temps, soit les
deux. Nous nous proposons, dans ce cas, de considérer le probleme de la détermination
des caractéristiques d'un mouvement par rapport a l'un des référentiels lorsqu’il est

connu dans 'autre référentiel.

Dans ce cas, nous considérerons un mobile M et les deux systemes de coordonnées

cartésiennes suivants :

* R(0,x,y,z), supposé fixe, qui est appelé repére absolu ;
“*R'(0,x',y',z"), en mouvement quelconque par rapport a R, qui est le repere

relatif.

11.3.1.Le mouvement absolu

O
—
z o
- J — 1
iy % 0 jv y
K x/ i
/ E——

o = v
Ve

Figure 24 : Un point M par rapport un repére absolu
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Le mouvement de M considéré par rapport au repere absolu R(0, x, y, z ) est caractérisé

par les grandeurs :

= le vecteur position

= ]avitesse absolue

= doM dx-  dy-  dz7p
Va(t)=d—t]m=—l+—]+—zk

= J’'accélération absolue

av, d? d? d?z -
@ = T2 k

Vo) =—rln =gzt g/t gm

+ Remarque : les dérivations sont effectuées dans R dans lequel la base (7, J, 72) est

di _d]] _dk ~3
R

invariable, avec : =
’ dtlg  dt dtlg

11.3.2.Le mouvement relatif

Figure 25 : Un point M par rapport un repére relatif
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Le méme mouvement, considéré par rapport au repére relatif R’ (0',x',y’,2'), est

caractérisé par les grandeurs :

= le vecteur position

—_—

OM=r=x'T+y' ] +2 k'
= ]avitesse absolue

do'M dx'
= +

dy' N dz' -
a W T T dt

Vo (t) = k'

= Jaccélération absolue

7% () = 2y + Y + d’z k'
) =rle =gt Y gE T e

—_— -
I 47

+ Remarque : dérivations sont effectuées dans R'dans lequel la base (t/, )’ , k") est

) ) a’ djy’ dk’ -
invariable, avec : —] =2 =] =0
dtlg,  dtle,  dt g,

I1.4.La composition des vecteurs vitesses

M -
Z A k'L
—
'
- ! P »
r o - y’
- 4
ro > J
- 1
k /
o - !
i y
—

Figure 26 : Un point M par rapport un repere absolu et relatif

Par définition, la vitesse absolue du point M est :

. doM
Vp (1) = 7]
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D’autre part, nous avons la relation de Chasles permet d’écrire:

—_—  ——

OM =00"+0'M

—_— = —
4

Si on dérive par rapport au temps, en tenant compte du fait que la base(t,j’ , k") peut

varier dans ‘R, on obtient :

dOM doo’ dx'—  dv dy’—’ df' dz2—  dk'
= + [ +x'—+ )ty k +
e dt

Va () = T T dt

En réarrangeant les termes on obtient :

o dW+ dv d]+ dE"er?—,:er?—,rerZk,
o« =g tx Y g P J g k)

La vitesse absolue est composée de la vitesse d’entrainement V, et la vitesse relative
tel que :
. d00’ 4V df  dk’

Ve_dt+ dt ydt+ dt

V_,_d?—,:_l_df—_:_l_d??
P T

La vitesse d’entrainement ¥, est la vitesse du repére R’ par rapport au repére fixe R

La vitesse relative V. estla vitesse de M par rapport au repére mobile%R’.

0,

% Théoreme de composition des vitesses:
Le vecteur vitesse absolue est égale a la somme des vecteurs vitesses d'entrainement et

relative:

=V +V

I1.5.La composition des vecteurs accélérations

Si on dérive le vecteur vitesse absolue par rapport au temps, on obtient le vecteur

accélération absolue y,” défini dans le repere ‘R:

dv, d d00'+d?—_:+ dl+dy’_’+ ,dy d??+ dk’
a T aCa ta Yt Yt )

—

Ya =
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+x +y +z T RrT? k|+2(——

., (d?00" d*%  d¥F  d*k\  (d*x 3 dPy i dPZ dx’ dv
—\ dt? dt? dt? dt? dt dt

d7d7+d?dﬁ
dt dt ' dt dt

L’accélération est composée de I'accélération relativey, , I'accélération d’entrainement

Yo ,etl'accélération de Coriolisy, , tel que :

L _ @ &y T
= i
Vr = acz ) T e

. d*o0 &% Ay d%k
Ye =

+x —=+y —+27 —
dt? a2 ) ae dt?

. _dx'di dy'd)y dzdk’

Ye _Z(dt ar Tacdr T a ac

+ Théoreme de composition des accélérations:

Le vecteur accélération absolue est égal a la somme des vecteurs accélérations

d'entralnement, relative et de Coriolis:
Ya =Vr + Ve + ¥

Le mouvement du repére R’ peut étre en translation ou en rotation par rapport au
repere fixe ‘R. La vitesse relative ne change pas mais la vitesse d’entrainement change et
par conséquent l'accélération d’entrainement change et l'accélération de Coriolis

change.

[1.6.Cas d’'un repere en mouvement de translation
Le repére R’ est en translation par rapport a R lorsque les vecteurs unitaires du repére

R’ ne changent pas au cours du temps et ils gardent le méme sens et la méme direction

—

que le repéreﬂ%:7=l_’),f =, etk =K

di _dy _dk’

ax o a-a Y

La vitesse d’entrainement devient :
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- _ 400’

e dt
L’accélération d’entrainement devient :

_, _d*00

Ye = )

Et I'accélération de Coriolis s’annule : y, = 0

+ Remarque : L’accélération de Coriolis s’annule si le repére mobile R’ est en
translation par rapport au repere fixe R ou si le mobile M est fixe par rapport au
repére mobile R’

dx’ _dy’ dz’ _

G dr a0

[1.7.Cas d’'un repere en mouvement de rotation sans translation

On consideére que le repére R’ tourne autour le repére fixe R, qui est en rotation par

R
rapport a I'axe z avec une vitesse angulaire wgs % = @ k et on considére que 0 = 0.

N’importe quel vecteur en rotation par rapport a un axe perpendiculaire sa dérivée dans
le temps est le produit vectoriel de sa vitesse angulaire @ et vecteur tournant:

dl_,) — el - — el
—| =wA=0kA=w])
dt
R
d_,) — — - — —
i =wA)=wkAN)=-0U
dt
R
I =wAk'=wkANk'= 0,puisque (k Il k')
R

La vitesse d’entrainement devient :

. ,d7 4 dK
e =x E+y—+z—

V, =x' (@A) +y' (@A]) +2' (B AK)
V, =(@AXT )+ (@AyT) + (@AZE)

T/: =wWA (x’? + y']_’) + z’?)
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Vv, =6dA0OM
Donc
7 =200 S oM
= w
€ dt

Pour 'accélération d’entrainement, Nous avons :
dv SAT
—| =wA:L
dt
R

D’ou

d*v e _,Ad?
a @) T g

Par la suite,

. ,dzi’+ ,dzj’+ ,d*k
Ve a2 " 7 ar? de?
. ,d87+_,di'+,d87+qdj'+,d8;+_,dk'
=x[l—A AN— —A A= —A A—
Vo =x[\ Al )+ @Al +yI(—A) |+ @a—D+7 1| — @A—0]
., [ds - e ,di . do = = Jdj . de No o ,dk
=|l—A ANX — —A ANy — —A Nz —
Vo =l A% 1)+ @ax D1+ Ay S |+ @Ay DN+ a7k |+ @z ]

Ve = (EAH/I) + (JA(J/\W))

dt
Donc
. d?00’ do —F Y
Ye :W-I_ E/\OM +(a)A(a)/\0M))

Pour l'accélération de Coriolis :

. d?d7+d;7’d7+d'z‘7dﬁ
Ve = (dt dt dt dt dt dt

—’—Z(d? GAT +d37 SN +d? SNk
Ve =28 A d?7+d7"’+d7F
Ye =@ (dtl FTRAREPT: )

Ve = 2(3AV)
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I1.8.Les applications et correction

1/

On consideére le vecteur position d'un point M dans un repere R fixe :
7= (6t2 - 4t) T- 3137 + 3k ; le vecteur position de M dans le repére R’ mobile est :
7= (612 + 3t) V- 3t37 + 3?, on considere que R et R’ sont paralléles.
1- Déterminer la vitesse absolue et la vitesse relative de M. en déduire la vitesse
d’entrainement et la nature du mouvement de R’ par rapport a R.
2- Déterminer 'accélération absolue, I'accélération relative, conclure.

Correction

1-La vitesse absolue v, = d;)—tM]m (12t —4)T—9t%7]

. . — dOoM = =
La vitesse relative v, = d_,t]sn' = (12t -3)'—9t?;

-En déduire la vitesse d’entrainement

1

=1
Vo=v,tv, 20, =7, — v, ; on sait que j=7’ puisque (R // R’)
k=K

Doncv, = (12t —4)T—9t2 ] — (12t —3) —9¢2 )

v, = =71 = cst

Alors le mouvement de R’ par rapport a R est un mouvement rectiligne uniforme qui
veut dire un mouvement relatif de translation puisque (v, = cst).

v

2-L’accélération absolue y, = — . = 121—-18t7J
R

A A p . dyy = =

L’accélération relative y, = — o = 12/ - 181ty
R
. e - d dv‘) - . —_— 71 2 L3
Conclusion v, = =71 = ¥y, = — = 0 puisque v, = cst,on conclue que I'accélération est
dt

invariante constante dans les deux repéres.
2/
Soit un référentiel R(Oxy) fixe et un référentiel R’(Ox’y’) mobile de bases respectives

(T )) et (7,7) ; R” tourne par rapport a R autour de 'axe OZ perpendiculairement au plan

Oxy avec une vitesse angulaire w constante (fig 1). un point M est mobile sur I'axe Ox’

—

9. ' avec a constante et 8 = wt.

suivant laloi OM = a.e
1-Déterminer la vitesse absolue et 1'accélération absolue de M de fagon directe.

2-Déterminer la vitesse relative, la vitesse d’entrainement de M. En déduire sa vitesse
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absolue.
3-Déterminer I'accélération relative et 'accélération de d’entrainement et

I'accélération de coriolis .En déduire son accélération absolue.

Correction

OM=aeli’" :0=wt=>0M=ae®t?’

1- Détermination de facon directe la vitesse et 'accéleration

-.
7

— _ dOM d

3 = di
Vg = =—lae”"i]ly=awe’ i +ae’ —
at lg — dt at |,
. di di A A
Onsaitque—| =—| +QAi =0+0kAi =0 = wj
dtlg — dtfg

- —
Vg =awe’ (i +j)

Vo= D) Lyt (747l = aa et (D7) v awe |+
R R R
. di " dj 7
Onsaitque —| =wj et —] = —wl
dtﬂ{ dtiR

—

Yo = aw? e“”(i' +j') +aw e“”(wj' - wi') =Y, = 2aw? e®Yj

2- Détermination des vitesses relatives et d’entrainement

doOM .2
v, =——| =awe®’'i

dt |
— _do0’ | =  —— > 3 =
Ve = —> +OQAOM =wkAa ei=awe’’j

—, — 3 2
Ve =V +V, =awe“ (i +j)

3- Détermination des accélérations relatives ,d’entrainement et de coriolis

—
— dv‘r‘ 2 ot
Yy = = aw” e“'i
dt -
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— d200, Q E—d — — — - - - N t—7
Ve =3 +E/\0’M+Q/\(Q/\O'M)=0+O+wk/\(wk/\aew i)
y_g:wlz/\(awe“”]_")) = —aw? et

—_— =

Ya = Vr +_);Z+ﬁ)= 2aw? ewt]',
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CHAPITRE 8 : DYNAMIQUE DU POINT
MATERIEL
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P EENPO-MA 1

La motion attire notre attention. Le mouvement lui-méme peut étre beau, nous faisant
admirer les forces nécessaires pour réaliser un mouvement spectaculaire, comme celui
d’'un dauphin sautant de I'eau, ou un saut a la perche, ou le vol d’'un oiseau, ou l'orbite
d’un satellite. L’étude du mouvement est cinématique, mais la cinématique ne décrit que
la facon dont les objets se déplacent — leur vitesse et leur accélération. La dynamique
considére les forces qui affectent le mouvement des objets et des systémes en
mouvement. Les lois du mouvement de Newton sont la base de la dynamique. Ces lois
sont un exemple de I’étendue et de la simplicité des principes sous lesquels fonctionne la
nature. Ce sont aussi des lois universelles en ce sens qu’elles s’appliquent a des

situations similaires sur Terre comme dans I'espace.

1. Les objectifs spécifiques du chapitre

© L’objet de la dynamique du point est I'étude du mouvement d’'un point
basant sur les causes (les forces) qui lui donnent naissance.

© Savoir faire le bilan des forces appliquées sur un systéme préalablement
défini.

© Savoir résoudre un probleme de dynamique c’est-a-dire la méthode de

résolution.

©

Connaitre le centre de gravité et d’équilibre d'un systeme composée

©

Savoir calculer le moment d’inertie de n'importe quel objet.

©

Connaitre d’utiliser le théoreme des moments cinétique pour résolu un

probléme dynamique.

I1. Les prérequis

Savoir projeter un vecteur sur une base donnée.

Savoir différencier entre les quantités scalaires et vectorielles qui
représentent les types de forces.

Connaitre les notions de base (vitesse linéaire, vitesse angulaire)

Avoir assimilé le chapitre sur la cinématique du point.
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PART I: DYNAMIQUE DU MOUVEMENT

I. Introduction:

Dans le chapitre précédent, consacré a la cinématique, nous avons étudié le mouvement
des corps sans tenir compte des causes qui provoquent ou modifient le mouvement.
Dans cette partie, nous abordons la dynamique qui est la partie de la mécanique qui
traite des causes du mouvement. Elle permet de déterminer les causes d'un
mouvement connu et de prédire le mouvement pour des causes données. En somme,

nous introduisons la notion de force, qui fait bouger une particule ou un point matériel.

I.1.Définitions :

a) L'inertie:

L’inertie est la résistance qu'un corps oppose au changement de son mouvement. Elle

rend difficile la mise en mouvement d'un corps.

b) Principe d’inertie :

Le principe d’inertie déja énoncé par Galilée se formule comme suit : si un point matériel
n’est soumis a aucune force extérieure, il conservera son état naturel. S’il est animé d’'un

mouvement rectiligne uniforme ou il est au repos, il conservera son mouvement.

c) Référentiels galiléens

Si le principe d’inertie est vérifié dans un référentiel, il est dit référentiel galiléen. Parmi

ces référentiels galiléens, nous citerons :

o Le référentiel de Kepler : L'origine de ce référentiel est le centre d’inertie du
Soleil et ses trois axes principaux sont orientés vers trois étoiles fixes.
o Le référentiel de Copernic : L’origine de ce référentiel est le centre d’'inertie du

systéme solaire.

72



> Ecole Nationale Polytechnique d'Oran Maurice Audin Mécanique du Point Matériel

N

o Leréférentiel géocentrique : L'origine de ce référentiel est le centre d'inertie de la
terre Et ses trois axes sont orientés vers trois étoiles fixes.

Par exemple le repére de la terre n’'est pas réellement galiléen a cause de son

mouvement orbital et son mouvement autour du soleil et de sa propre rotation

autour de son axe. Mais dans la plus grande majorité des expériences, on le considere

comme étant un repere galiléen car on fait des études avec des temps faibles.
I.2. Notion de masse, de la quantité de mouvement et de force

a) Notion de masse:

On sait tous que plus la masse d'un corps est grande, plus il est difficile de changer
son vecteur vitesse ou changer son mouvement (sa direction). Ainsi, on peut
considérer la masse comme une mesure de l'inertie. "Il est facile pour une

personne de faire bouger une table que de faire bouger une armoire”.

La masse est une grandeur physique scalaire caractérisant la résistance d'un corps a

subir une modification de son mouvement et elle représente l'inertie du corps.

b) Notion de la quantité de mouvement :

On a vu précédemment que le mouvement d’'un corps peut étre influencé par la
masse du mobile. Le concept de quantité de mouvement fournit une distinction
quantitative entre les mouvements de deux particules de méme vitesse mais de

masses différentes.

La quantité de mouvement, notéeﬁ, d’'un point matériel est une grandeur vectorielle
permettant de caractérisée son mouvement. Elle définit comme étant le produit de sa

masse et de son vecteur vitesse.
= -
P=mv

Ainsi, la quantité de mouvement est un vecteur ayant la méme direction et le méme

sens que la vitesse et a pour unité Sl le kg.m/s .

Si la quantité de mouvement change en fonction du temps, on définit ce qu’on appelle

I'impulsion : dp
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c) Notion de force

Un point matériel est en mouvement a cause des interactions entre la particule et son

environnement qui les subits. Ces interactions sont appelées forces.

La force, notée F , est une grandeur vectorielle permettant de produire le mouvement
d’'un point matériel ou sa déformation. Elle traduit une variation de la quantité de

mouvement. Le vecteur force s’écrit alors,

. dP dm . av
dar dr U e

Dans la mécanique newtonienne, la masse est une grandeur scalaire constante

(C;—T = 0). Larelation () devient alors,

En identifiant la dérivée du vecteur de la vitesse ¥ par rapport au temps comme

étant le vecteur accélérationy, relation () s’écrit :

P
—mdt—my

Cas particuliére: y = — est constante, c’est-a-dire le mouvement est rectiligne

§|Tu

uniforme

I.3. Les principes de la dynamique du point ou les lois de Newton

Les trois lois de Newton sont a la base de la mécanique classique. Ces lois ont été
postulées sans démonstration mais en accord avec les expériences (ils sont valables

dans n'importe quel systeme galiléen).
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v’ 1itre |ois de newton : Le principe d’inertie :

Si un objet isolé et au repos ou en mouvement rectiligne uniforme (conserve son état)

alors ZE; =0.

v/ 2ieme ]ojs de Newton : Le principe fondamental de la dynamique :

Dans un référentiel galiléen, I'effet d'une méme force est senti plus ou moins grand selon
I'inertie du point matériel, c’est-a-dire, selon sa masse, d’ou la relation fondamentale de
la dynamique qui s’énonce « Si un point matériel de masse m possede une accélération

7, il est soumis a une force proportionnelle a son accélération :

e

Fext =my

v’ 3ieme Jois de Newton : Principe d’action et de la réaction :
Lorsque deux corps sont en interaction, ils exercent I'un sur l'autre des forces opposées

en sens mais égale en intensité et en direction.

Dans I'exemple de figure, la force Fi/z, exercée par 1 sur 2, est égale en module et est

opposée en sens a la force F,/; , exercée par 2 sur 1.

F1/2 = _F2/1

Figure 27 : Principe d’action et réaction

4+ Remarque :

» Laforce exercée sur un corps est appelée action et la force exercée sur I'autre
corps est appelée réaction.

» Toute force est associée a une réaction.

» Les forces sont de méme nature. Il ne faut pas confondre avec la force du pois et

la force de réaction (ces deux forces ne sont pas de méme nature).
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I.4. Forces fondamentales

Il est bien observé que plusieurs types de forces déterminent les mouvements des

différents objets de la nature. Nous citerons quelques forces fondamentales :
1.4.1. Les forces a distance

a) Force gravitationnelle

FZ/]. Fl/z

Figure 28 : Force entre deux masses

La force gravitationnelle s’exerce entre deux masses m, et m, placées a une distance
r I'une de l'autre (figure), c’est une force a distance (une force attractive). Elle est de la

forme:

Avec G = 6.726 .10711 N m? /kg? est la constante de gravitation universelle

La loi de gravitation obéit au principe de superposition : s’il y plus de deux corps, il faut

considérer la présence de toutes les forces d’attraction exercées sur les corps.

b) Force coulombienne

F21
.\*h d
ql *-_“‘.-‘_“‘ qz
‘\.
FIZ

Figure 29 : Force entre deux charges
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La force coulombienne s’exerce entre deux charges ponctuelles g, et q, séparées I'une
de I'autre par une distance d, c’est une force a distance (une force électrique). Elle est de

la forme:

- q1 92
F=k 72 u

K, la constante électrique égale 3 k = 9.10° [Nm?/C?]

Cette force est une force d’attraction si les charges sont de signe opposé et de répulsion

si elles sont de méme signe.

Cette force est responsable a la stabilité des électrons autours des noyaux et c’est elle

qui assure la cohésion de la matiere solide.

c) Forces faibles et forces fortes

Les forces faibles et forces fortes sont des forces microscopiques. Les premiers types de
force agissent a courte distance, elle s'observe dans les interactions entre la matiere et
neutrinos. Par contre, les deuxiemes types de forces sont des forces de trés courte

portée, elle assure la stabilité du noyau.

1.4.2. Les forces de contact
Les forces de contact sont des forces macroscopiques qui se manifestent lors du contact

de deux corps.

a) Réaction d’un support

On considere un corps solide posé sur une surface horizontale.

Figure 30 :Force de rappels
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La force de réaction R'est I'action du support sur lequel repose le systéme et qui
I'empéche de s’enfoncer vers le bas sous l'action de son poids. Cette force est répartie
sur toute la surface de contact support objet. En absence de glissement ou de frottement,

la réaction est perpendiculaire au déplacement.

b) Forces de frottement solide

On distingue les forces de frottements solides, statiques et dynamiques :

En présence de frottement, la réaction n’est pas perpendiculaire au déplacement (figure
e
4). Cette réaction se décompose en une composante Ry normale aux surfaces en contact,

et une composante FT tangentielle appelée force de frottement. Cette force de

frottement, est toujours opposée a celui du mouvement de la masse m. (figure 5)

A\ J

‘Vﬁ

Figure 31 : Force de frottement

i. Forces de frottement statiques

Les lois du frottement montrent qu’en absence de glissement (absence de frottement)

que le rapport de la composante tangentielle FT a la composante normale ﬁ ne dépasse

pas une certaine valeur appelée coefficient de frottement statique noté p .
|Rr| < s|Ru|

ii. Forces de frottement dynamique

Lorsqu’il y a glissement (présence de frottement), un coefficient de frottement
dynamique noté y, apparait comme étant le rapport de de la composante tangentielle et

de la composante normale :
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[Rr| = alR|

Notons que le coefficient de frottement dynamique est généralement inférieur au

coefficient de frottement statique u; < us.

*+ Résumé:
Le contact physique entre un corps solide et un support solide génére une force de
contact R qui peut se décomposer en deux forces : une force normale Ry qui représente

la réaction du support et une force de frottement E:
R=Ry+R;

L’intensité de la force de frottement solide est toujours proportionnelle a la force

normale :

(RT)s,d = .us,dRN

c) Forces de frottement dans les fluides

Quand un corps solide se déplace dans un fluide (un gaz ou liquide), il subit de la part du
fluide des forces de frottements. Nous distinguons deux types de forces de frottements

visqueux :

o Forces de frottements visqueux a faible vitesse de type :

Ff) =—-Knv
Ou 7 est la viscosité du milieu, elle se mesure en Poiseuille et K une constante qui

dépend de la géométrie du systeme. Dans le cas particulier d’'une sphere de rayon R se

déplagant dans un milieu visqueux, la force de viscosité devient :

F}: =—6mRNvU
o Forces de frottements visqueux a grande vitesse :

Dans le cas ou un corps se déplace avec une grande vitesse dans un milieu fluide, la force

de frottement prend la forme :

Ff)z —Kn v?
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1.4.3. Force de rappel
Considérons une masse m attachée a I'extrémité libre d'un ressort de longueur a videl,,.

Une fois allongée par rapport a sa longueur a vide (ou compressé), le ressort exerce une

force de rappel T d’intensité proportionnelle a son allongement. L’expression de cette

force de rappel est donnée par:
T=-kAld

k est la raideur, c’est une constante positive caractéristique du ressort. Elle s’exprime en

Nm™L

Al =1 — [, est I'allongement du ressort avec [ la longueur totale du ressort allongé (ou

comprimé).

U est un vecteur unitaire orienté suivant le sens de I'allongement du ressort.
Cette expression est dite loi de Hooke. Il est clair que dans le cas :

D’un allongement 4l =1 — [, > 0

D'une compression 4l = [ — [, < 0.

Le signe " - " dans cette relation signifie que la force de tension du ressort est une force

de rappel et qu’elle s’oppose a la déformation.

D’apres la loi de Hooke: la constante de raideur indique l'intensité de la force
nécessaire pour allonger ou comprimer le ressort d’'une unité de longueur. Elle fait
intervenir les caractéristiques physiques du ressort (sa longueur, son épaisseur, le type

de matériaux).

Matériaux “dur” — k élevé — il faut une force plus grand pour obtenir le méme

allongement.

La loi de Hooke n’est valable que pour des ressorts supposés parfaitement élastique,

c’'est-a-dire, qu'apres une déformation, ils reprennent leur forme et longueur initiales.
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Figure 32 : Force de rappel de ressort

I.5. Forces d’inertie ou pseudo forces

Dans ce cas nous étudions la dynamique du point par rapport a un repere non-galiléen.
On peut définir un référentiel non galiléen par 'exemple suivant: Un corps est sur un
plateau d’'un camion en mouvement rectiligne uniforme. Le corps est au repos si le
camion garde son mouvement rectiligne uniforme. Sile plateau est lisse et le camion fait
un virage, le corps glisse. Donc : Le camion n’a pas conservé son mouvement rectiligne

uniforme car il est devenu en mouvement curviligne (virage) et le corps n’a pas conservé

son repos d’ou le principe d’inertie n’est pas appliqué sur le camion.

On sait que pour un repere galiléen :

s . v _db
= Me =M = 0

¥, et v, sont 'accélération et la vitesse absolues.

Pour un repere non galiléen (relatif) :

. dw
dt

F=my,=m

¥y, et v, sont 'accélération est la vitesse relatives tel que :

—_— =

yr:]/a_ﬁ)_ﬁ

Y. et ¥, sontl’accélération d’entrainement et I'accélération de Coriolis respectivement.
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D’ou
mYa —Ye —Vc) =Mm dt
myazmdt+mye+myc
Donc:
dv - —
mE=F+Fe+ C

AvecE, =mY, etF, =m¥,
La loi de la dynamique (P.F.D) peut étre appliquée dans un référentiel non galiléen a

condition d’ajouter la force d’entrainement et la force de Coriolis.

mﬁ=2ﬁ+E+Fc

+ Résoudre un probléme de la dynamique

On appelle un systeme mécanique ou systeme matériel un ensemble d’objets, pouvant
étre liés entre eux ou non, rigides ou déformables, massiques ou de masse négligeable.
Ainsi on peut trouver dans un systeme mécanique : un ou plusieurs corps (assimilés a

des points matériels), sur des supports solides ou dans des milieux fluides.

Ces corps peuvent étre reliés par des fils inextensibles et de masse négligeable qui
passent par des poulies également de masse négligeable ou non. Ils peuvent aussi étre

reliés par des fils extensibles (ressorts) de masse négligeable.

D’'une maniere générale, résoudre un probléme de dynamique revient a étudier un
systéme mécanique. Cette étude consiste a prévoir le mouvement de ce systéme via la
connaissance préalable des forces qui s’exercent sur ses différentes parties, ce qui

revient a utiliser le PFD.

Pour résoudre en générale un probleme de la dynamique, il convient de procéder les

démarches suivant :
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1. La définition du systeme, dans la plus part des cas le systéme est toujours formé
par un point matériel, (données, inconnues et conditions initiales).

2. La nature du référentiel ‘R par rapport auquel on étudie le mouvement (galiléen
ou non-galiléen) mais dans notre cas toute les référentiels sont considérés
comme référentiels galiléens. (faire un schéma)

3. Le bilan des forces appliquées au point matériel et les représenter sur le schéma.

4. Le choix du systeme de coordonnées (cartésiennes, cylindriques, sphériques,
etc.), On prendra notamment la base de Frénet ou polaire pour les mouvements
courbes, qui est approprié au cas étudié.

5. L’expression vectorielle du principe fondamental de la dynamique (P.F.D)

6. La projection de la (P.F.D) sur la base de coordonné choisie

7. L'intégration des équations différentielles en tenant compte des conditions
initiales.

8. Résoudre le systeme d’équations différentielles ou algébriques pour obtenir leur

solution générale et réponds aux questions demandées.

I.6. Les applications et correction
1/
Un point matériel M de masse m est pousse, sur plan horizontal, avec une force|ﬁ |

faisant un angle a avec le plan (figure au-dessous ). En appliquant le principe

fondamental de la dynamique P.F.D sur la masse m.
Déterminer la accelerartion de M dans les deux cas suivants.
1. Le plan horizontale ne presente pas des frottement.

2. Le plan horizontale presente des frottement.

T
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Correction

1- Détermination de l'accéleration snas frottement

D’apres le bilan des forces sur la figure ,on

appliquant P.F.D Ru
R
> P =mi =P+ R+ F=mj \\
a 7
On choisi le systéme cartisiénne (0x,0y) IRT I |
Par projection suivant 'axe (0x)

bl

E, = my, = ||ﬁ|| COS A = MYy wur ue (D
Par projection suivant I'axe (Oy)
R—P—E =0=>R-mg—|F|sina=0....(2)

|F|l cos a

D’apré I'’équation (1) I'accélération ||y, || = -
2- Détermination de I'accélération avec frottement

Onappliquantle PED Y F, ., =my =P+ R, + Ry + F = my

Par projection suivant I'axe (0x)

— Ry + F, = my, = — Ry + ||F|| cos @ = my, ... .. (1)

Par projection suivant 'axe (Oy)

Ry—P—E,=0= Ry —mg — ||F||sina=0....(2)

Sachant que le coefficient de frottement dynamique p; est donner par la relation

Ry . .
= LBl v 2 R )
[Rw ]l

D’apres I’équation (2) Ry = mg + ||13|| sina .....(B)

On injecton I’équation (A) dans (B) on trouve Ry = uzRy = ug(mg + ||ﬁ'|| sina)
Donc I'expression de 'accéleration dans ce cas est donner a partir de I'équation (1)
— Ry + ||ﬁ|| oS = my, = ||17"|| cosa — ug(mg + ||17"|| sina) = my

171l

m

1]

m

Yy = cosa—yd(g+ sina)@yz@(cosa—udsina)—udg
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2/
Une masse ponctuelle m se déplace sans frottement sur un dome sphérique de rayon a

(figure Ci-dessous).

1. En utilisant le principe fondamentale de la dynamique (P.F.D) et le systeme des

coordonnées polaires, montrer que :

A
%Iﬁl =gsinf ..........(1) m
0
B2 _ |R|
—=—tg cos O ..........(2) 0

avec |v| est le module de la vitesse de m, |ﬁ| est le module la force de contact entre m est
la surface.

2. Trouver || et, |R| en fonction de 6, g et m.
3. Avec quel angle la petite boule quitte la surface circulaire.
Correction

1. D’apres le bilan des forces sur la figure
,on appliquant P.F.D

> Fog=mj=F+R=mj

On choisi le systéme de coordonnées polaires
— —
(ur: ue)

Par projection suivant 'axe (ii,)

P.+R=my,=> —-mg cosf = my, ... .. (D

Par projection suivant 'axe (iig)

Py = myg = mgsinf = myg .....(2)

On sait que I'expression de I'accéleration en coordonnées polaires est :

Yy = —162

= T A2\ = . A A\ —
y—(r rG)ur+(2r9+r9)u9 :{y9=21"9+r§

Sachant que d’apres les données r = a = 7 = = 0 ,alors
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¥, = —af?
Yo =ab

L’expression des équations deviennent
P-+R=my, > -mg cosf = —mab? ... 3)
Py = myy = mgsinf =mab .....(4)

On sait que la relation entre la vitesse linéaire et angulaire est donner par :

. dv .
v=a60 =>—=alb
dt

Par la suite I'’équation (3) et (4) donne

dv | p
7 = 9sin

v2

L
—=—_+tgcos 0 C.QF.D

2. L’expression de la vitesse et la réaction

de de
—>dt=a

o vV=a —
dt v

On sait que %=gsin9 >dv/ o =gsin o v.dv=agsin6 db
a_

v

2
v
fv.dv:fagsine do =>7= —agcosf +C.........(5)

D’apres les conditions initiales a t=0
vy =0 et =0;enremplacant dans I'équation (5)

0=—-gacos0 +C>C=ag

L’expression de la vitesse v? = 2ag(1 — cosf) = v = \/Zag(l —cos )

2 B 2
) Y 14 . v R v
o Dapreslequat10n;=—%+gcos€:>R=mgcosH—m;

R =mg(3cosf —2)
3. L’angle qui pousse la boule de quitter la surface
La boule quitte la surface circulaire quand la réaction s’annulle R = 0
D’ou

mg # 0

R=mg(3cos€—2)=0=>{3CO59_2=0

2
=>c059=§:>9=48°
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PART Il : MOUVEMENT DE ROTATION

I1. Introduction :
L’étude complet des systemes dynamiques nécessite de comprendre le concept
fondamental du moment. Soit le moment d’inertie, qui est un outil de description
fondamental du solide (ou un point matériels). Cette grandeur est déterminée
indépendamment du mouvement : c'est un parametre qui influe sur le mouvement du
solide, ou le moment d’une force qui est la tendance de la force a produire une rotation

sur n’'importe quel axe.

II.1. Moment d'une force

Le moment d’une force par rapport a un point, noté M, est une grandeur physique

vectorielle traduisant I'aptitude de cette force a faire tourner un systéme mécanique
autour de ce point. Le moment d’une force par rapport a un point O quelconque est un

produit vectoriel entre la force F etle vecteur position oM

My~ Mg, =FnOM
0
Z
L'unité de momenten Sl est N.m
o >
Y
oM Vil
M

Figure 33 : Moment d'une force

II.2. Théoréeme des moment d’'une force

Figure 34 : Théoréme des moment d’'une force
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Si une force fait tourner un objet dans le sens trigonométrique positif, son moment

est un moment positif : My (13) =F.a

Si une force fait tourner un objet dans le sens trigonométrique négatif, son moment

est un moment négatif : My(F) = —F.a

Les deux forces entrainent le solide dans des rotations de sens opposés, pour distinguer

ces cas. Dans I'exemple de la figure 2 :
M_ = MA(ﬁl) = —F,.a; (Moment négatif)

M, ~ My(F;) = F,.a; (Moment positif)
Le solide en rotation est en équilibre lorsque les deux moments sont égaux :
M, =M_
+ Théoréme des moments
Un solide qui peut tourner autour d’'un axe est en équilibre de rotation si et seulement si

la somme des moments de toutes les forces qui s’appliquent au solide vaut nulle.

MA(ﬁi) = O
1

N
équilibre de rotation &
i=

o Equilibre des corps rigides
Un point matériel dans un référentiel galiléen R est a I’équilibre si les conditions au-

dessous sont vérifiées.

{ ﬁtot:6
B(t=0)=0

Un corps rigide, a la différence d'un point matériel peut rouler sur lui-méme (méme si

ﬁtot = 6). Donc, un corps rigide dans un référentiel galiléen R en rotation est a I’équilibre

si les conditions au-dessous sont vérifiées.

Fior =0
M/0=6<: M+:M_
B(t=0)=0
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I1.3. Centre d’inertie
Le Centre d’'inertie d'un systeme de points matériels est le centre de gravité, noté G, d’'un

systéme de points matériels. Il a été défini au début par le physicien « Archimeéde ».

Pour avoir la relation donnant le point centre d’inertie d’'un systeme quelconque ou

Barycentre, étudions I'équilibre du systéme présenté dans la figure suivante :

my

A

|
oA \%

Figure 35 : Centre d’inertie entre deux masses

Pour que le systéme soit en équilibre il faut que la somme des moments des forces par
rapport a O soit nulle :

My(F) =0~ ) M0 =0

N
i=1

i

= O0ANFy+0BAFz =0

ol

= 0A AmyG + OB Am,

«Q

= (my04 + my0B) A § = 0 = m,04 + m,0B = 0

Les mathématiciens ont généralisé cette égalité pour un systeme quelconque représenté

par la figure ci-dessous :

myGM; + my,GMy + +++ e oo e .. ;GM, = 0

zZmiGMl :6
i
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M,

°
my

M; G
m;

M‘J

&
my

Systéme en équilibre,
pas de mouvement.

Figure 36 : Centre d’inertie d'un systéme de masse

Si O est l'origine du référentiel d’étude, alors

GM, = GO + OM,

Ou encore,
GM, = OM, — 0G
Dong, N, m;(OM, - 0G) =0

D’autre part,

N —_
N ar _ vN N — N — Zi=1MiOM,
i=1m;0G =);_.,m;OM, = 0G = lE’-V —
i=1 13
D’ou
Z?]:lmiOMl ‘
oG = = M: représente la masse totale du

systeme en équilibre.

Cette derniere relation donne le centre d'inertie d’'un systéme constitué de masses
m; situées aux points M;. Si le systeme forme un milieu continu, la somme devient

intégrale, et par conséquent, la relation précédente deviendra :

—_— 1 e
o = L [[[oviam
M

L’intégrale est triple parce que la masse est répartie en volume, trois dimensions.
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+ Coordonnées du centre de masse : Elles sont immédiates a trouver, a partir de la

formulation précédente : pour un systeme continu S, on aura :

( 1f d
Xg =q7 | xdm
Yye = [ va
Ya M yam
(%6 = Mfz m
I1.4. Moment d’inertie
Hoop or thin - | - Hollow cylinder - | <

cylindrical shell 1
Tt = MR @ Tou - TMRE + R m
Ry

Solid cylinder [ | - Rectangular plate (- | )

or disk
1 R
Im = EMRQ

Ien =$M(a2 + 8

Long, thin rod Long, thin
with rotation axis rod with
through center rotation axis
T = é M2 1hrotllgh end

I=— MI?

3

Solid sphere -~ | % Thin spherical ~ | %
Iom = %MR2

| shell .
o = 2 M A \
& 8

Figure 37 : Les moment d’inertie des différent forme

Le moment d'inertie, noté J yest une grandeur physique qui caractérise la géométrie des

masses d’'un solide en rotation autour d'un axe A. Si cet axe de rotation passe par le

centre de gravité des corps géométriques figure (36), leurs moments d’inerties sont :
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¢ Un disque de masse m et de rayon R

_1 RZ
J/a =5m

e Une spheére pleine de masse m et de rayon R

2 2

Jin = m R

e Un cylindre plein de masse m et de rayon R
1 2

Jip=5mR

e Un cylindre creux de rayon intérieur R, et extérieur R,
1 2 2
Jin = Em (RT +R3)

e Une barre homogeéne de masse m et de longueur [

— 1 lZ
Ja = M

#+ Généralité : Moment d'inertie par rapport a un axe (A)

Le moment d'inertie J/,, par rapport a un axe 4, d'un point matériel de masse m située a

une distance r de 4 est :

]/A =m r?
Un systeme de N points matériels (cas discontinué) de masses m;, distants der; de

I'axe 4, aura pour moment d'inertie par rapporta 4 :

N
— 2
Jin = Z m;1;
i=1

Dans le cas d'un corps solide constitué d'une infinité de points matériels (cas continué),

nous passerons a la limite suivante :
N
J/a = lim Z mr; 2 = frzdm
N—-oo
i=1

o Exemple 1:le moment d’inertie d’'une sphere
Le moment d’'inertie d’'une sphére homogene de masse m, de masse volumique p. Le

moment d'inertie par rapport a tout axe passant par le centre

92



Mécanique du Point Matériel

Méthode 1 : On utilise la symétrie de la sphére comme :

Jox =Joy =Joz =] 0u]=f1‘2dm
3] = p.f (x? +y2)dV+pf (z* +y2)dV+pf (x% +z%)dV
v v v

3/ =pJ, 2(x* +y*+2%)dV =2p [, r* dV,r estladistance du point M a I'origine.
3/ =2p[, r*dV, OnsaitquedV =r?sin6 dr df dp, donc
_ R 2.2 m . 21 _ R 4 )N
3] =2p [, r?r?dr [ sing db ["dp=2p [ r*dr x2x2m,dou
3] =2p [, r*dr x4m = 3] = 2p X A X —

RS
><47r><?

m m m

Avecp =—=5+—,dou 3/ = 2
2R3’ 4o p3
14 TR ;TR

On obtientdonc | = % mR? C.QF.D

Méthode 2: Le moment d’inertie par rapport a un axe passant par le centre de gravité

et cet axe est I'axe (0Z)

J=p[, &*+yHadv,

On utilise le systéme de coordonnées sphérique :

xirsi.angsq) ou {dV=rzsin9d9drd(p
R T 2 RS b4
]=pfr4dr+fsin39d9f do :>]=px?x2nxfsin39d9
0 0 0 0
2 T[
=—an5J sin®0 dé
5 0

. . 7 T .
Maintenant on s’intéresse pour calculer fo sin®0 do =?

On sait que sin 8 d8 = —dcos@ et d’autre part sin?8 = 1 — cos? 8, donc
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s s
f sin30 df = —f (1 — cos? B)dcosb
0 0
Si on pose que x = cos 8 alors les bornes sont : cos(0) = 1 et cos(m) = —1
T 1 4
f sin3 6 do = f (1—x¥dx ==
0 -1 3

On obtient finalement

] = %n pRSE On saitque p = donc J = % mR? C.QFD

P
-TTR
3

o Exemple 2 :le moment d’inertie d'un cylindre

Le moment d’inertie d’'un cylindre homogéne par rapport a I'axe (0Z)

J=J,,= pr (x%2 +y?)dV ,onsaitquedV =r dr df dz

— 4
Dot J =pf0Rr3 dr fozndefh/z/zdz =] =pR72nh,0nsaitquep =—n

On obtient finalement ] = % mR? C.QF.D
I1.5. Théoreme d’Huygens

Si I'axe de rotation ne passe pas par le centre de gravité des corps géométriques, on

appliquera alors le théoréme de Huygens (figure 37)

Jar =Jjn +md?

Sphére

ak
N

A

Figure 38 : Théoréme de Huygens
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Ou A’ et A sont respectivement les axes de rotation et I'axe passant par le centre de

gravité du corps géométrique de masse m. La distance d sépare les deux axes.

Prenons comme exemple le moment d’inertie d’'une sphere pleine de masse m et de

rayon R. L’axe de rotation ne passe pas par son centre de symétrie gravité, nous aurons :

Jjg =+ md?

Ji I=Em R2+mR2=zm R?
/AT g 5

Ou J/, estle moment d’inertie d'une sphere pleine avec d = R.

I1.6. Moment cinétique

Figure 39 : Moment cinétique d’un point

R —
Le moment cinétique, noté L ,,, est une grandeur vectorielle conservée utilisée pour

décrire I'état général de rotation d’un systéme physique autour d’un axe fixe. Le moment

cinétique d’'un point matériel par rapport a un point fixe O est un produit vectoriel entre

la force F et le vecteur quantité de mouvement P = m:
Lio(M)=0MAP o L, =0MAmb
Si le mouvement est circulaire de rayon r, on aura : 7 est perpendiculaire 3 ¥
L—/0> =m7 AV =m.r.v.sin(7, D)

L—/C;:m.r.v
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Posant:v = w.r

2
Lo=mr-w

e
Le vecteur L/,, ale méme sens que le vecteur vitesse angulaire. On peut écrire :

f; =m.r%o
I.7. Théoreme de Moment cinétique
Le théoreme du moment cinétique permet de résoudre un probléme physique, pareille
avec le principe fondamental de la dynamique, ou le PFD relie les forces appliquées au
point matériel et la variation de sa quantité de mouvement mais le théoreme du
moment cinétique relie la somme des moments de ces forces par rapport au temps a un

point donné et la variation du moment cinétique par rapport a ce méme point.

Le théoreme du moment cinétique montre que la dérivée du moment cinétique d’'un
point matériel par rapport au temps est égale a la somme des moments des forces

appliquées.
d N
L0 = ) Mg (Fo)
i=1

Démonstration :

Dans un référentiel galiléen R, le théoreme du moment cinétique peut étre appliqué

comme suit :

d — d

—_— > d—) N R d >
EL/O —a(OM/\mv) —%OM/\mv+0M/\a(mv)

d—) 3 d -
EL/O = (17/\m17)+0MAE(m13’) =0+0MAmMYy

ada — —_ N —_ > ada — —
—Lo=0MAmy=0MAF=—L,,=M; CQFD

Donc la derivée du moment cinétique égale a la somme de moment de la force appliquée

sur le cops.
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I1.8. Conservation du moment cinétique -forces centrales
Une force centrale est la force qui a chaque instant, la droite support de cette force passe
constamment par un point fixe O, c'est-a-dire une force toujours dirigée vers le méme

point fixe O.

La dérivée du moment cinétique s’annule si :

o La particule est isolée : F=0 ce qui signifie que le moment cinétique d’'une
particule libre est constant.

o Si la force est centrale F : Fest paralléle a 7. Donc le moment cinétique par rapport
au centre de forces est constant. Le contraire est vrai c’est a dire si le moment
cinétique est constant donc la force est centrale.

Si la force F et le vecteur position OM sont paralleles, le moment de la force est nul, et

donc le moment cinétique est une constante du mouvement:

I1.9. Les applications et correction
1/

Un pendule de torsion est constitué d'un fil cylindrique dont une extrémité est
maintenue fixe. En appliquant un moment de force sur ce fil, il se tord d'un certain angle.
De fait de son élasticité, le fil s'oppose a cette torsion, en créant un ensemble de force
dont le moment a méme intensité que le moment causant la torsion. Le moment du

couple d’un ressort en spirale est donné par la relation :
M=-C#o

Ou M est le moment de force et C la constante de torsion. En partant d’'une situation
d’équilibre, on écarte le pendule de torsion de sa position d’équilibre puis on laisse le

systéme oscillé librement.
1. En utilisant le PFD, montrez que I'’équation du mouvement est :

d’e ¢

—+—6=0
dtz_l_]A
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Ja est le moment d’inertie par rapport a I'axe A.
2. Trouver la période T en fonction de C et m.

Correction

1. En partant d’'une situation d’équilibre, on écarte le pendule de torsion de sa
position d’équilibre avec un angle 8 puis on laisse le systeme oscille librement. La

relation fondamentale de la dynamique :

Z Jz dt2
Avec, J, est le moment d’inertie par rapport a un axe de rotation Z.

Par projection suivant un axe vertical Oz, a 'équation différentielle :

Cet équation est une équation différentielle du second ordre de la forme :

2o
F+w 6=0

Et qui admet une solution de la forme :

0(t) = 6, sin(w t + ¢p)
ou w et ¢ sont respectivement la pulsation des oscillations en (rd/s) et la phase initiale
en (rd).

2. Laperiode des oscillations T (s) est donné par la relation :

2n c
T=—=2m|—
w Ia
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2/

On considere le mouvement d’'une particule de masse m, sur une piste lisse de rayon a.
Cette masse est lachée a partir d'un point A sans vitesse initiale figure(). En utilisant le
théoreme du moment cinétique et les coordonnées intrinseques (base de Frenet)

trouver I'expression de I'équation de mouvement qui permet de déterminer ||]|.

A 0

.

Correction

La masse est soumise a deux forces : le poids et la réaction (montionner dans la figure )

A 0

LB

Donc il ya deux moments de force par rapport au point O,que nous netrons :

B/o = AP

=l =l

R/0 = AR

Le moment de la force du poids

L U, u  k R
OMAP = a 0 0| =mgacosbk

mgsind mgcos6 0
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Le moment de la force de réaction

OMAR=14 o0 o0|=0
—R 0 O

Nous appliquons le théoréme du moment cinétique

e Io= Z Mo (Foxe)

Calculons le moment cinétique L_/O)

. Uk S
Lo=0MAmv=|q o o|=mavk
0 mv 0

Alors le théorée du moment cinétique

d—_ di
ac /0T Mg

(
I
!
LZM/O (Fext) =Mp; o+ Mg,o=myg acosfk

i=1

= Z—f =gcos8 C.QFD
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L’énergie joue un role essentiel tant dans les événements quotidiens que dans les
phénomenes scientifiques. Vous pouvez sans doute nommer de nombreuses formes
d’énergie, de celle fournie par nos aliments, a I'énergie que nous utilisons pour faire
fonctionner nos voitures, a la lumiere du soleil qui nous réchauffe sur la plage. Vous
pouvez également citer des exemples de ce que les gens appellent I’énergie qui peut ne
pas étre scientifique, comme quelqu'un ayant une personnalité énergétique. Non
seulement I'énergie a beaucoup de formes intéressantes, mais elle est impliquée dans
presque tous les phénomeénes, et est I'un des concepts les plus importants de la
physique. Ce qui le rend encore plus important est que la quantité totale d’énergie dans
I'univers est constante. L’énergie peut changer de forme, mais elle ne peut pas
apparaitre de rien ni disparaitre sans laisser de trace. L’énergie fait donc partie d’'une
poignée de quantités physiques que nous disons conservées.L’énergie se caractérise par
ses nombreuses formes et le fait qu’elle est conservée. Le travail est intimement lié a
I'énergie et a la facon dont I'énergie se déplace d’'un systéme a un autre ou change de

forme.

1. Les objectifs spécifiques du chapitre

© Savoir calculer le travail d’'une force variable ou pas sur un déplacement
quelconque
© Savoir le calcul du travail de la force de pesanteur et de la force élastique

quelle que soit I'orientation des axes choisis.

©

Savoir utiliser le théoreme de I'énergie cinétique

©

Savoir déterminer I'énergie potentielle dont dérive une force conservative.

©

Savoir utiliser I'énergie mécanique d'un systeme pour résoudre des

problemes.

I1. Les prérequis

Connaitre la notion de produit scalaire de deux vecteurs.
Savoir d’intégration des fonctions mathématiques et de différentiation.

Savoir les vecteurs de base du différent systéme de coordonnées.
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I. Introduction:

Le concept d’énergie est I'un des sujets les plus importants dans les sciences et
I'ingénierie. 11 est présent dans I'Univers sous diverses formes. Chaque processus
physique qui se produit dans I'Univers implique des transformations d’énergie. Au sens
physique, I'énergie caractérise la capacité a modifier un état. Autrement dit, toute action
ou changement d’état nécessite que de l'énergie soit échangée. En mécanique, on
s’'intéresse a trois types d’énergies qui sont I'énergie cinétique liée au déplacement des
objets, 'énergie potentielle emmagasinée dans un systéeme et I'énergie mécanique qui

est la somme des deux énergies précédentes.

I.1. Travail et la puissance d’une force

Le travail d'une force mesure 'effort a faire pour déplacer un objet le long d'un trajet qui
peut-étre horizontal ou pas, rectiligne ou pas. Un travail peut étre positif auquel cas, on
parlera de travail moteur. A I'oppose, un travail peut étre négatif, on parle de travail

résistant car il s'oppose au déplacement, c'est le cas des forces de frottements.

Figure 40 : Travail d’'une force dans un trajectoire
D’apres la figure (40) :

Le travail de la force F entre l'instant ¢, quand le point matériel M est la position OM=7#

etl'instant t + dt quand M est en M'de position OM' =7 + dr

D’apres la définition de la vitesse,ona: OM’' — OM = MM' = dr = 7 dt . Ainsi on en

déduit I'expression du travail de la force F pour un déplacement élémentaire dr:

aw =F .dr
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Remarquons que le travail est un produit scalaire du vecteur force et du vecteur

déplacement.
dw = |[F||. ||dr||. cos &

Notons que cos¢9=};—T=>FT=F.cost9(FT est la projection de F sur?). Si on

pose||dr|| = ds, on obtient alors une nouvelle expression du travail qui est :

dW = FT' dS

Cela veut dire que le travail est égal au produit de déplacement élémentaire par la

composante de la force suivant la direction du déplacement.

Pour un déplacement total de A (a l'instantt, ) a B (a l'instant tz ) tout au long de la

courbe C, on obtient I'expression :

B_ _, B
szF.drszT.ds
A A

1. Cas simple

Soit F une force constante appliquée a un point se déplacant de 4 a B.

Figure 41 : Travail d’'une force (1D)
Le travail W de la force est défini
W =F.AB
Le travail W est une grandeur algébrique qui dépend du déplacement.

Equation aux dimensions :[W] = [F][L] = ML?T~2. Donc l'unité est le kg.m?.s=2 ou

Joule (J).
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e C(as particulier

-Si la force F est constante en module et en sens (Figure 1), et le corps se déplagant

suivant une trajectoire rectiligne, le travail de cette force est :
B B
F=FT:>W=f F.dstf ds W =F.S
A A

-La force qui ne travaille pas est la force perpendiculaire au déplacement (6 = 7T/Z).

Quandﬁ 1dr = dWwp; = 0.

2. Cas général

On définit le travail élémentaire W d’une force F sur un intervalle infinitésimal A7 le

long de la trajectoire d'un point matériel :

SW = F.A7
7
b e
A
It B

Figure 42 : Travail d’'une force dans un trajectoire (AB)

Le travail total le long de la trajectoire vaut donc
= B = —_
Wy s(F) = f F(#).dr
A

e C(as particulier

- Si F,,F,,F, sont les composantes rectangulaires de la force F, et dx, dy,dz les

composantes rectangulaires du vecteur de déplacement élémentaire dr, alors

B B
W=J ﬁ.EF:f (Fe.dx + E,.dy + F,.dz)
A A
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- Cas de plusieurs forces : Si le corps est soumis a plusieurs forces Fy,F, ,F;.......F, , dont la

résultante estF—Rf (Figure 4), le travail effectué par ces forces est égal au travail de la

résultante :

dW = F,.dr + F,.dr + Fs.dr ...+ E,.dr

dW = Fg.dr

Figure 43 :Travail de chaque force

Le travail totale effectué du point A au point B par la force ?}{ est

B B—)——)
A A

On générale le travail dépend du chemin suivit.

3. Puissance d’'une force

La puissance d’une force est définie par le taux de variation de W dans l'unité de temps :

_dw _F.dr F.p.dt

P="at ~ at dt F.v
L'unité estle] - s 1.
o Exemple 1
F F
_E’) A~T—> B T—> 3
< . >
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o

-

_A%Bzfﬁa;ﬁ{_szl_)
dr =dx1

B B
Wﬁ=fF?dx?=>Wﬁ=Ff dx=F[x]ﬁ(:)Wﬁ=F.d
A

A
o Exemple 2
O,
A
SN —)= —-)= - 15,
;*ufpdm{” = pk = mgk ¥
dr = dzk H

A A
Wﬁ=fmgz.dz§:Wﬁ=mgj dz = mg[z]y =mgH
0 0

I.2. Forces conservatives et énergie potentielle

1.2.1 Forces conservatives

Une force F est dite conservative (ou dérivé d'une énergie potentiel E,) si :
-Le travail de F ne dépend pas du chemin suivit

-Le travail de F suit un chemin fermé (on revient au point de départ)
Winon(F) = Wars(F) + Wy a(F) = Wy p(F) = Was(F) = 0> 75?.3? =0

-Le RotF =0 (Grandeur vectoriel)

—_— — > — a_) a_> 0 >

Rot F =VAF Ou V—£L+E]+£k
T -k
dx 0dy 0z
E, F, F

En systéeme de coordonnées cartésiennes, la dérivée de I'énergie potentielle (dE, ), de la

force (ﬁ' ) et 'expression de vecteur de déplacement élémentaire (Ej), s’expriment

respectivement par :
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dB, = 25 g 4 O gy 00
Py ¥ dy YT, ¢

13=Fx.dx+Fy.dy+FZ.dz et dr=dxi+dyj+dzk

Remplagons ces expressions dans la relation, F .dr = dE,, on trouve :

( oE,
F,=—-—2L
x 0x
OE
F,=—-—2
16 3y
0E
F,=-—2
\ 7 0z

Donc, la relation entre la force et I'énergie potentiel s’exprime par :

s J0E,, O0E,, OE,- -
F=- l+ ]+62k = —gradk,

0x dy

Si F est conservative, elle dérive d'une énergie potentielle E, et elle peut s'écrire

F= —gradk, = V. E,

1.2.2 Energie potentielle
L’énergie potentielle est une forme d’énergie liée a la position du systeme. En changeant
de position, cette énergie peut augmenter (le systeme emmagasine de I'énergie) ou

diminuer (le systeme restitue de |'énergie a I'extérieur).

On constate que le travail effectué égale a la différence de I'énergie potentielle entre le

point de départ A et le point d’arrivée B. Calculons le travail de cette force entre deux

points A et B
B—) — B—) — B
Wy = fA F.dr = —L gradE, .dr = —L dE, = — (E,(B) — E,(4)) = —AE,

L’équation précédente montre que le travail d'une force conservative ne dépend pas du

chemin suivi, il dépend juste des énergies potentielles aux points de départ et d’arrivée.
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o Exemple 1: force de gravitation

La force de la pesanteur P= mg = —ng est un exemple de force conservative qui

dérive d’énergie potentielle de la pesanteur. En effet,
Ep=—fﬁ.a?=—f—mgz.dzz=fmgdz=mgjdz=mgz+C

Ou C est une constante qu’on choisit en fonction de l'origine des énergies potentielles.

o Exemple 2:

La force de rappel d’un ressort est F=kxtet

1 2
kadxzzkx + E,

Il s’agit de 1’énergie potentielle élastique. Dans cette formule, le vecteur siest un vecteur

unitaire constant.

-L’énergie potentielle de torsion

E —1602
)

Ou C et 8 sont respectivement la constante de torsion du ressort et I’angle de torsion.

1.2.3. Equilibre d’'un point matériel (stabilité)
Un point est a I'équilibre si son énergie potentielle est minimale en ce point. Cela
correspond a F =0. En effet: % =0 gradEp = 0 F=0 ou x est un parametre

caractérisant le mouvement de M.

Parlons maintenant sur la stabilité de cet équilibre, Il nous faut donc étudier la valeur

dEp

algébrique de la force: F(x) = ——
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Figure 44 : Equilibre de I'énergie potontielle
= Laforce F ramené le systéeme a I'équilibre.

A d?E
L'équilibre est stable, ——*> 0

= Laforce F écarte le systéme de I'équilibre.

2
L'équilibre est instable, EEe

d
dx?

I.3. Théoreme de I’énergie cinétique et énergie mécanique

1.3.1 Energie cinétique
L’énergie cinétique est due au mouvement d'un corps par rapport a un référentiel

donné. Dans le cas d'une particule M de masse m et de vecteur vitesse V sous leffet

d’une force est le scalaire E. défini par:

E—1 v?
C_zm

La variation d’énergie cinétique lors du déplacement d’'un point entre deux positions est

égale au travail de la résultante des forces :

dW = Fr.dr = myp.dr = m%
B B 1 1
Wyop = f dw = mf vdv = Wy 5 = Emvé —Emvj =E.(B) — E.(4)
A A
(= AEC = WA—>B
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N

Théoréme de I'énergie cinétique

« Le travail de la résultante des forces (conservatives et non conservatives) appliquées
sur une particules (M) en mouvement, entre deux points A et B, est égale a la variation

de son énergie cinétique entre A et B ».

Wa_s(F) = AE, = E.(B) — E.(A)

% Généralité

L’énergie cinétique, notée E., d'un point matériel est une quantité scalaire définie par :
-En mouvement rectiligne
E =2m|7[
=-m
c 2

Ou m et |V| sont respectivement la masse et le module de la vitesse.

-En mouvement circulaire
1,
E. = E]Alwl

Ou J,et w sont respectivement le moment d’inertie et la vitesse angulaire.

1.3.2 Energie mécanique

L’énergie mécanique ou totale, notéeFE,, , d'un point matériel est une quantité scalaire

définie comme étant la somme de I'énergie cinétique et I’énergie potentielle :
En=E. +E,

Rappelons que I'énergie mécanique se conserve dans le cas d'un systeme isolé, c’est-a-

dire en absence de frottement, on écrit dans ce cas :

E,, = cst
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I.4.Conservation de I'’énergie mécanique (I'énergie totale)
Soit un point M dans un référentiel galiléen, qui se déplace du point A vers un point B
sous l'action des forces. En appliquant les deux théoremes de I'énergie cinétique et

potentielle, il découle les conséquences suivantes :

Ee(B) = Ec(A) = ) Wiy (Fex) = ) Wag (Fes + Fvcs)
Avec Fg : Force conservative m: Force non- conservative
WAB(FE) = Ep(A) - Ep (B)
En manipulant ces deux équations, on trouve
Was (Fes) = Ep(A) = Ep(B) = Ec(B) — Ec(A) — Wap (Fycs)
= (E.(B) + Ep(B)) — (Ec(A) + Ey(B)) = Wyp (Fivcs)

Il s’agit de I’énergie totale ou mécanique, qui égale a la somme de I'énergie potentielle et

cinétique

En, =Er =E.+E,
Il s’en suit que

AE,, = AE. + AE,

Mais AE. =) des travaux de toutes les forces et AE, = —)des travaux des forces

conservatives, donc
WAB(FNCS) = AE, = Em(B) — En(4)
AE,, =Y.des travaux des forces non conservatives.

Autrement dit, la variation de I’énergie mécanique est égale a la somme des travaux des

forces non conservative (le frottement et les forces de choc par exemple).
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I.5.Les applications et correction
1/
Soit le champ de force définie par:
F=yi+xj
1. Calculer le travail de la force F du point 0(0; 0) vers le point A(1; 1) suivantles

chemins:

o 0(0; 0) vers le point A(1; 1) caractérisé par une droite
o 0(0;0) - B(1;0) - AL, 1
o 0(0;0)- Cc(0;1)-» A(1; 1)

2. Calculer le rotationnel de la force F.
3. Si la force est conservative, trouver le potentiel U(x; y) duquel dérive ce champ. On
prendra: U(0; 0) = 0.

Correction

Le champ de force est définie par:
F=yl+x]
1. Le travail de la force F est calculé par la formule suivante
Wg = f Fdl
En coordonnée cartésienne, le travail est
Ws= f Fei+F,j
Nous remplagons I'expression de la force
Wi = fydx+xdy..........(1)

o Le chemin du point 0(0; 0) vers le point A(1; 1) caractérisé par une droite de la
forme y = x © dy = dx doncl’équation (1) devient

Wp= 2fxdx = [x?]} = 1joule
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o Le chemin du 0(0; 0) vers le point A(1; 1) passant par le point B(1; 0) se
dévise en deux chemin
- le chemin OB de'équationy =0=>dy =0 & W%B =0
-le chemin BA del'équation x = 1= dx = 0 & WS4 = [dy = [y?]§ = Ljoule
Le travail total OA est donc Ff)A = WP?B + WﬁBA = ljoule

o Lechemin0(0; 0) » C(0; 1) » A(1; 1),se dévise en deux sous chemin OC et
CA

0C:x=0=>dx=0W{ =0
CA:y=1=dy=0o W = [dx = [x?]§ = 1joule
Le travail total OA est WﬁOA = ﬁOC + WﬁCA = ljoule

Nous remarquons que quelque soit le chemin pris par la force, son travail ne change pas,

il ne dépend pas du chemin suivi, elle est une force conservative.

2.Le rotationnel de la force F se calcule 2 partir du

J

~
<)
o~
T
Il
QD
o R | v =
Il
ol

J

9
oy

X

S

>710tF =0
Le rotationnel de la force F est nul donc notre force est conservative.
3.La force est conservative ,elle dérive d’un potentiel U(x, y)
gradU(x,y) = F(x,y)
Le potentiel U(x, y) est donné en coordonnées cartisiénnes par le relation :

ou(x,y), 0oU(x,y)
1+

= J oo (2
Et comme la force s’exprime sous la forme : ﬁ(x, V)=ET+FJ.....(Q(3)
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Par identification entre (2) et (3)

aU(x,y)

e . (4)
U (x,

Fy = — (g’;y)= ..(5)

A partir de I’équation (1) on aura

Ulx,y) = —fydx =—yx+C () .....(6)

Pour déterminer la constante C, (y),nous dérivons I’équation (6) en fonction de y

Why) __ , 9GH)

(7
3y 3y (7)
L’identification des équations (5) et(7) conduit a
0C, (y) G, (y)
—x + Oly = - ﬁ—aly =00 =06

L’expression de U(x, y) devient :
Ulx,y)=—-yx+C,
On utilisant les conditions initiales U(0,0) = 0 pour déterminer la constante C,
U 0,0)=0+C,=>C,=0
Enfin 'expression de potentiel est U(x,y) = —yx
2/

Une particule de masse m, initialement au repos en A, glisse sans frottement sur la

surface circulaire AOB de rayon a. On utilise le systéme de coordonnées polaires.
1. Déterminer le travail du poids et le travail de la force de réaction du point A a M.

2. Déterminer I'énergie potentielle E,, de m au point M. on donne E, (B) = 0.
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3. Utiliser le théoreme de I'énergie cinétique pour déterminer la vitesse de m au point M.

4. Déduire son énergie cinétique E..

5. Calculer I'énergie mécanique E,, en ce pont M.

6. Représenter E,,, E. et E,,, en prend (0 < 8 < D). Discuter.
p 2

Correction

1.Le travail du poids de Aa M

— _):m_)
e pTel Y
dr = dxi + dyj

M = fmgj.(dx?+ dyj) = mgf dy = mg[yl}
=mgym

On sait que sin @ =y7M:’yM =asinf

AM .
z =mgasind

Le travail de la force de réaction

R=—-Ruw etOM =au, ; dr=adu, = addug

R

W = - [~k = - [ R (ads) = 0 Wy = 0

2. L’énergie potentielle E, de m au point M

dE, = —dWw = E, = —mgasin 8 + C; On sait que E,, (B, 7]

= ( =mga & E, =mga(1l —sin0)

3. En utilisant le théoreme de I'énergie cinétique ; détermination de la vitesse au point M

AE. =Y Wyy :>%mVﬁ, —%ﬁ =mgasing & Vy =,/2mg asinf

4. Déduire I'énergie cinétique au point M

1
E.(M) = EmV,Z\,, =mg asinf
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5. L’énergie mécanique E,,, en ce pont M

E.=mgasinf

Em = Ec + Bp = {Ep = mga(l —sin @) <

E,, = mga = constante

6. La représentation E,, E. et E, en E

prend (0 < 6 < g)

9=0 E.=0
B :>{Ep=mga

s E. =mga
9—§=>{ E, =0

2
On constate que I'énergie potentielle E,, diminué, alors que I'énergie cinétique E

augmente mais I'énergie mécaniquek,, = E; + E;, = mga reste constante.
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II.1.Impulsion et choc

I1.1.1 Impulsion

On définit le vecteur impulsion I de la force F pendant l'intervalle de temps At par le

produit de la force F par le temps pendant lequel elle agit.

I Impulsion,en N/s
I =F.At= F Force,en N

At Temps,ens
Il est important a ce stade de ne pas confondre le produit F.dr qui représente le travail

fournit et le produit F.At qui représente le vecteur impulsion.

I1.2. Choc

I1.2.1 Introduction

Un choc (ou collision) est un évenement isolé dans lequel deux corps (ou plus) exercent
I'un sur 'autre des forces relativement fortes. Dans une collision on ne s’intéresse pas au
détail de l'interaction, mais seulement aux caractéristiques de chacune des particules

avant et apres l'interaction (choc).

I1.2.2 Conservation de la quantité de mouvement

] TeracToN [ o

\
/’\z

il iy 1en P
pl + pZ E p\ g pz i Avant le choc

Choc en O
Apres le choc

Figure 45 : Un choc entre deux particules

Avant le choc les quantités de mouvement sont p; et p, . Apres le choc, elles deviennent

p'yetp’,
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D’apres les principes fondamentaux de la dynamique que dans le cas ou il n'y a pas de
force extérieur appliquée, la quantité de mouvement et I’énergie cinétique sont

conservées, donc
ound —_— — 12 12 - - . =
prtp=p +tp,=cst =2Ap=0
mlv—l) + ngz_) == mlvll + mzvzl

I1.3. Le choc élastique

Le choc entre deux objets est élastique si les deux objets qui se rencontrent rebondissent
sans subir de déformation. Il y a conservation de I’énergie cinétique au cours de choc,

c’est-a-dire les deux objets ne s’'unissent pas apres le choc.
. p? Lo
On saitque E, = o donc on peut écrire

E. (Avantle choc)= E', (Apres le choc)

& AE, =0
b2 2
P’ P2’ Py p,
+2 =1y
2m1 2m2 2m1 Zmz
1 -1 = 1 — 1 —
§m17712 + Emzvlz = Em1v12 + Emzvz’z

I1.4. Le choc inélastique

Le choc est inélastique dans le cas ou les mobiles (des particules) qui se rencontrent
subissent des déformations permanentes ou une partie de I'énergie cinétique est utilisée
pour la déformation. Il n'y a pas conservation de I'énergie cinétique, c’est-a-dire si elles

s’unissent apres le choc pour former un seul corps et auront la méme vitesse.

Si p; et p, sont les quantités de mouvement des deux particules séparées avant le choc,

et ;7’) la quantité de mouvement des deux particules unies apres le choc, donc

D1+ E=17=cst:>Aﬁ=0
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2 2 12

P1 D2 p

+
2my

1 = 1

2 2

o Exemple

2m,  2(my + my)

Mécanique du Point Matériel

2 —_1 2
—Mmyv; + smyvy = E(ml + my)v’

Une boule de billard de masse m; = 1kg frappe une autre boule de massem, = 2kg, qui

est au repos a une vitesse de3m/s. Les angles que font les vitesses finales des deux

boucles par rapport a la direction incidente sont représentés sur la figure

1. Quelles sont les vitesses finales ?

2. Le choc était-il élastique ?

vy my 53¢
On sait la conservation de la quantité de )
*—— o
Mouvement : m 37
v
_ N —_— —_—
Pt p2=p,+7p,
= P 7
mqyvq + ms. O = myv + myUy
Décomposition suivant ox et oy
0x: myv; = myv; cos 53° + m,v; cos 37° eql
oy: 0 = myv; sin 53° — m,v, sin 37° eq2
. . m; sin 53°
= De eq 2 myv;sin53° = m,v;sin37° = v; = ml—v{
2Sin 37
, my sin53° |
myv; = myv; €os 53° + ———=-—v; cos 37°
n37
, 530 _I_m1 sin 53° cos 37°
myv; = m,V; COS - v
1 17 sin 37° 1
, (cos 53°sin 37° + sin 53° cos 37° )
myv; = myv -
1 17 sin 37°
sin 37°

vy =

AN v

—-2,16 m/s

RN

120

sin 53° cos 37° + cos 53°sin 37° V1



> Ecole Nationale Polytechnique d'Oran Maurice Audin Mécanique du Point Matériel

Pour savoir le type de choc, nous vérifions I'énergie cinétique avant et apres le choc,

nous trouvons 9 # 6,46 alors le choc est inélastique.
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